eture Notes in Mathematics

1formation about Vols. 1-580, please contact your book-
or Springer-Verlag.

.81: Seminaire de Probabilités XI, Université de Strasbourg.
edings 1875/1976. Edite par C. Dellacherie, P. A. Meyer et
ail. VI, 574 pages. 1977.

582: J. M. G. Fell, Induced Representations and Banach
abraic Bundles. IV, 349 pages. 1877.

.83: W. Hirsch, C. C. Pugh and M. Shub, Invariant Manifolds.
9 pages. 1977.

184: C. Brezinski, Accélération de la Convergence en Analyse
srique. 1V, 313 pages. 1977.

586: T. A. Springer, Invariant Theory. VI, 112 pages. 1977.

586: Seéminaire d'Algebre Paul Dubreil, Paris 1875-1976
me Année). Edited by M. P. Malliavin. VI, 188 pages. 1977.

587: Non-Commutative Harmonic Analysis. Proceedings 1976.
»d by J. Carmona and M. Vergne. IV, 240 pages. 1977.

588: P. Molino, Théorie des G-Structures: Le Probléeme d'Equi-
ce. VI, 163 pages. 1977.

589: Cohomologie l-adique et Fonctions L. Séminaire de
métrie Algébrique du Bois-Marie 1965-66, SGA 5. Edité par
1ste. X, 484 pages. 1977.

390: H. Matsumoto, Analyse Harmonigue dans les Systemes de
3ornologiques de Type Affine. IV, 218 pages. 1977.

591: G. A. Anderson, Surgery with Coefficients. VIil, 157 pages.

592: D. Voigl, Induzierte Darstellungen in der Theorie der end-
2n, algebraischer Gruppen. V, 413 Seiten. 1977.

593: K. Barbey and H. Konig, Abstract Analytic Function Theory
Hardy Algebras. Vill. 260 pages. 1977.

594: Singuiar Perturbations and Boundary Layer Theory, Lyon
5. Edited by C. M. Brauner, B. Gay, and J. Mathieu. Vill, 539
es. 1977,

595: W. Hazod, Stetige Faltungshalbgruppen von Wahrschein-
<eitsmaBen und erzeugende Distributionen. XII1, 157 Seiten. 1977.

596: K. Deimling, Ordinary Differential Equations 1n Banach
ces. V1,137 pages. 1977.

597: Geometry and Topology. Rio de Janeiro, July 1976. Pro-
jings. Edited by J. Palis and M. do Carmo. VI, 866 pages. 1977.

598: J. Hoffmann-Jergensen, T. M. Liggett et J. Neveu, Ecole
¢ de Probabilites de Saint-Flour VI - 1976. Edité par P.-L. Henne-
1. XIl, 447 pages. 1977.

599: Complex Analysis, Kentucky 1976. Proceedings. Edited
' D. Buckholtz and T.J. Suffridge. X, 159 pages. 1977.

600: W. Stoll, Value Distribution on Parabolic Spaces. VI,
pages. 1977.

601: Modular Functions of oneVariableV,Bonn1976.Proceedings.
ted by J.-P. Serre and D. B. Zagier. VI, 294 pages. 1977.

602: J. P. Brezin, Harmanic Analysis on Compact Solvmanifolds.
179 pages. 1977.

603: B. Moishezon, Complex Surfaces and Connected Sums of
nplex Projective Planes. IV, 234 pages. 1977.

604: Banach Spaces of Analytic Functions, Kent, Ohio 1976.
ceedings. Edited by J. Baker, C. Cleaver and Joseph Diestel. VI,
pages. 1977.

605: Sario et al., ClassificationTheory of Riemannian Manifolds.
498 pages. 1977,

606: Mathematical Aspects of Finite Element Methods. Pro-
dings 1975. Edited by I. Galligani and E. Magenes. VI, 362 pages.
7.

Vol. 609: General Topology and lts Relations to Modern Analysis
and Algebra IV. Proceedings 1976. Edited by J. Novak XVIII, 225
pages. 1977.

Vol. 610: G. Jensen, Higher Order Contact of Submanifolds of
Homogeneous Spaces. Xll, 154 pages. 1977.

Vol. 811: M. Makkai and G. E. Reyes, First Order Categorical Logic.
VN, 301 pages. 1977.

Vol. 612: E. M. Kleinberg, Infinitary Combinatorics and the Axiom of
Determinateness. VIlI, 150 pages. 1977.

Vol. 613: E. Behrends et al., Lp-Slruclure in Real Banach Spaces.
X, 108 pages. 1977.

Vol. 614: H. Yanagihara, Theory of Hopf Algebras Attached to Group
Schemes. VIIl, 308 pages. 1977.

Vol. 615: Turbulence Seminar, Proceedings 1976/77. Edited by
P. Bernard and T. Ratiu. VI, 155 pages. 1977.

Vol. 616: Abelian Group Theory, 2nd New Mexico State University
Conference, 1976. Proceedings. Edited by D. Arnold, R. Hunter and
E. Walker. X, 423 pages. 1977.

Vol. 617: K. J. Devlin, The Axiom of Constructibility: A Guide for the
Mathematician. VI, 96 pages. 1977.

Vol. 618: I. . Hirschman, Jr. and D. E. Hughes, Extreme Eigen Values
of Toeplitz Operators. VI, 145 pages. 1977.

Vol. 619: Set Theory and Hierarchy Theory V, Bierutowice 1976.
Edited by A. Lachlan, M. Srebrny, and A. Zarach. VIll, 358 pages.
1977.

Vol. 620: H. Popp, Moduli Theory and Classification Theory of
Algebraic Vareties. V], 189 pages. 1977.

Vol. 621: Kauftman et al., The Deficiency Index Problem. VI, 112 pages.
1977.

Vol. 622: Combinatorial Mathematics V, Melbourne 1976. Proceed-
ings. Edited by C. Little. VIIl, 213 pages. 1977.

Vol. 623: | Erdelyi and R. Lange, Spectral Decompositions on
Banach Spaces. VI, 122 pages. 1977.

Vol. 824: Y Guivarc'h et al., Marches Aléatoires sur les Groupes
de Lie. VIIl, 292 pages. 1977.

Vol. 625: J. P, Alexander et al., Odd Order Group Actions and Witt
Classification of Innerproducts. IV, 202 pages. 1877.

Vol. 626: Number Theory Day, New York 1976. Proceedings. Edited
by M. B. Nathanson. VI, 241 pages. 1977.

Vol. 627: Modular Functions of One Variable VI, Bonn 1976. Pro-
ceedings. Edited by J.-P. Serre and D. B. Zagier. Vi, 339 pages. 1977.

Vol. 628: H. J, Baues, Obstruction Theory on the Homotopy Classi-
fication of Maps. XIl. 387 pages. 1977.

Vol. 629: W.A. Coppel, Dichotomies in Stability Theory. VI, 98 pages.
1978.

Vol. 630: Numerical Analysis, Proceedings, Bienmial Conference,
Dundee 1977. Edited by G. A. Watson. XII, 199 pages. 1978.

Vol. 631: Numerical Treatment of Diffcrential Equations. Proceedings

1976. Edited by R. Bulirsch, R. D. Grigorieff, and J. Schroder. X,

219 pages. 1978.

Vol. 632: J.-F. Boutot. Schéma de Picard Local. X, 165 pages. 1978.
Vol. 633: N. R. Coleff and M. E. Herrera, Les Courants Résiduels
Associés a une Forme Méromorphe. X, 211 pages. 1978.

Vol. 634 H. Kurke et al.. Die Approximationseigenschaft lokaler Ringe.
IV. 204 Seiten. 1978.

Vol. 635: T Y. Lam, Seire’s Conjecture. XVI, 227 pages. 1978

Vol.636: Journées de Statistique des Processus Stochastiques, Gre-
noble 1977, Proceedings. Edité par Didier Dacunha-Castelle et Ber-
nard Van Cutsem. VIl, 202 pages. 1978.

Vol. 637: W. B. Jurkat. Meromorphe Differentialgleichungen. VII,
104 Spiten 1978

Lecture Notes In
Mathematics

Edited by A. Dold and B. Eckmann

Series: Mathematisches Institut der Universitit Bonn
Adviser: F. Hirzebruch

800

Marie-France Vignéras

Arithmeétique des Algébres
de Quaternions




&' \
Auteur Va4
Marie-France Vignéras A ﬁ‘*
Ecole Normale Supérieure N
Mathématiques

1, rue Maurice Arnoux

92120 Montrouge é [/C)éﬂ Y, v/\/

France

AMS Subject Classifications (1980): 10-02, 10C05, 10D 05, 12A80, 14H 25

ISBN 3-540-09983-2 Springer-Verlag Berlin Heidelberg New York
ISBN 0-387-09983-2 Springer-Verlag New York Heidelberg Berlin

This work 1s subject to copyright. All rights are reserved, whether the whole or
part of the material is concerned, specifically those of transiation, reprinting,
re-use of illustrations, broadcasting, reproduction by photocopying machine or
similar means, and storage in data banks. Under § 54 of the German Copyright
Law where copies are made for other than private use, a fee is payable to the
nublisher. the amnuint nf the fee tn he determined hv anreement with the nuhlisher

INTRODUCTION

=< WD

s

Ce livre représente la rédaction d'un cours fait en 1976 &

$ |'Université de Paris XI & Orsay sur l'arithmétique des algébres de
guaternions. On sait bien qu'une partie de cette théorie est un cas
. | particulier des résultats connus sur les algébres centrales simples.
b raison d'étre de ce livre est d'expliquer en détail certains aspects
‘qui sont spéciaux aux algébres de quaternions, et gqui ont été dévelo
} par Eichler. Le plan de ce livre est le suivant : on commence par un
1rappe1 de la théorie générale des algébres de quaternions, puis on 1.
| classifie sur les corps locaux et les corps globaux, en utilisant la
théorie de la fonction zéta, comme dans le livre de Weil 71]. on
développe alors la théorie arithmétique, et les différentes formes d
formules de trace en utilisant les techniques adéliques qui permette
B ae passer des résultats locaux, trés simples, aux résultats globaux.
| cette théorie est appliquée a 1'étude des sous-groupes arithmétiques
SL(2). Une des applications est la construction de surfaces riemanni
isospectrales, mais non isométriques. Ces exemples sont les seuls
exemples connus. Chaque chapitre est suivi d'exercices, ou illustré

d'exemples.

Je remercie vivement Beck, Michon, Oesterlé, Ribet pour leur ai.
1'Université de Paris XI pour son hospitalité, et Madame Bonnardel g

a frappé le manuscrit avec une grande compétence.
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f CHAPITRE I

ALGEBRES DE QUATERNIONS SUR UN CORPS

Dans ce chapitre K est un corps commutatif de caractéristique quelco:

que, sauf mention contraire, et Ks est une cldture séparable de K

1 ALGEBRES DE QUATERNIONS

DEFINITION. Une algébre de quaternions H de centre K est une algéb
centrale de dimension 4 sur K , telle qu'il existe une algébre
L séparable de dimension 2 sur K , et wun élément inversible 9 de

K, avec : H=L+Lu , o0 u€H vérifie :
2 -
(1) u“ =9 , um=mu

pour tout m&L , o0 m~— m est le K-automorphisme non trivial de L

Nous noterons parfois H par (L,9) , mais H ne détermine pas le cot
ple (L,9) de facon unique. Par exemple, il est clair que 1l'on peut
remplacer 8 par Ofmm , si m est un élément de L tel que mm#O .
L'élément u n'est pas déterminé par (1). Si m&L est un élément
bvérifiant mm=1 , on peut remplacer u par mu . Cette définition est
alable en toute caractéristique. On peut vérifier facilement que H/K

dlest une algébre centrale simple, i.e. une algébre de centre K ne pos-

édant pas d'idéal bilatére non trivial. Inversement, on peut montrer
que toute algebre centrale simple de dimension 4 sur K est une algéb
de quaternions. La loi de multiplication dans H se déduit de (1). Si
. iE L, pour 1{i{4, ona :

+ + = m 8) + m .
(2) (m, m2u)(m3 m4u) (mlrn3+rn2m4 ) (mlm4+m2m3)u
DEFINITION. La conjugaison est le K-endomorphisme : h = h de H pro-

Hongeant le K-automorphisme non trivial de L , défini par u=-u .

Pn vérifie facilement que c'est un anti-automorphisme involutif de H
eci s'exprime par les relations suivantes : si h,k€H et a,b€K,
On a

ah+bk = ah+bk , h=h , hk=kh .

BDEFINITION. Soit h€H . La trace réduite de h est t(h)=h+h . La
norme réduite de h est n(h)=hh .



si hfK , son polyndme minimal sur K est : ‘ N\b . X
1 J
(X-h) (X-R) = X? - t(h)X+n(h) .
1 a k -3
L'algébre K(h) engendrée par h sur K est quadratique sur K . La . X b
P P . . J - 1
trace réduite et la norme réduite de h sont simplement les images de
h par la trace et la norme de K(h)/K . La conjugaison et l'identité = k h] -i -ab
sont les K-automorphismes de K(h) . Avec les définitions usuelles de ;ﬁ La conjugaison, la trace réduite et la norme réduite ont pour expres
la trace et de la norme d'une K-algébre (Bourbaki{1l] la trace de H/K B _ions : si h=x+yi+zj+tk , alors
est T=2t , la norme de H/K est N=n? . - 2

. ) h=x-yi-zj-tk , t(h)=2x , et n(h)=x —ay2—b22+abt:2
On note X le groupe des unités d'un anneau X .

le coefficient de k dans h ne doit pas étre confondu avec la tra

LEMME 1.1. Les éléments inversibles de H sont les éléments de norme W :duite. On remarque une autre propriété importante : la norme rédui
réduite non nulle. La norme réduite géfinit un homomorphisme multipli- [Bacfinit une forme guadratique sur le K-espace vectoriel V sous-jac
catif de H' dans K° . La trace réduite est K-linéaire, et 1'applica- s g .

tion (h,k) @ t(hk) est une forme bilinéaire non dégénérée sur H .

On notera l'algébre de quaternions H définie par les relations (1)

PREUVE : On laisse en exercice le soin de vérifier les propriétés trés é, (3) sous la forme {L,8} ou {a,b}! quand le contexte le permettra.
faciles suivantes : ; considérera aussi les notations u , i , j , t(h) , n(h) , h comme
n(hk) = n(h) n(kx) . notations standards.
n(h) # O est équivalent & h inversible, et dans ce cas :
[ n(h)—l , 81 exemple fondamental d'une algébre de quaternions sur K est donné

t(ah+bk) = at(h) +bt(k) , t(hk) = t(xh) ., l'algébre M(2,K) des matrices carrées d'ordre 2 & coefficients dan

si a,p€K et h,k€H . Le fait que l'application (h,k) = t(hk) soit § K . La trace réduite et la norme réduite sont dans M(2,K) la trace

non dégénérée provient de 1'hypothése que L/K est séparable. En effet, #lle déterminant au sens usuel. On identifie K & son image dans M(2

si t(hk) =0 quel que soit k€ H , on a pour tout m€L , t(mlm)::o Ipar le K-homomorphisme qui envoie 1l'unité de K sur la matrice iden

si h=m,+m.u , donc m, =0 . De méme t(mzm)==0 pour tout m€L , De fagon explicite :

1 2 1

donc m2=0 et h=0 .

d -b

. _,ab =
i h=(Z g EM2,K) , h=(__

) . t(h)=a+d , n(h)=ad-bc .
On notera un des avantages de .la trace réduite : en caractéristique 2 , On démontre que M(2,K) vérifie la définition d'une algébre de quat:

la trace T =2t est nulle, alors que la trace réduite est non dégénérée| ions de la fagon suivante : on choisit une matrice m de valeurs p

pres distinctes et on pose L=K(m) . Comme m a les mémes valeurs }

En caractéristique différente de 2 , on retrouve les définitions classi- Blbres que m , elle est semblable & m : il existe donc u€ GL(2,K)

gues des algébres de quaternions. La donnée du couple (L,8) est équi- que umu L =T . on vérifie que t(u)=0 , car t(um)=t(uméK pour

valente & celle d'un couple (a,b) formé de deux éléments a,b non out m€L , d'ol 1'on déduit que WP =6%K" . Nous allons en quelque

nuls de K et les relations (1) définissent H comme la K-algébre de Isorte justifier que M(2,K) est 1'exemple fondamental par les remar-

base 1,i,j,ij . ol les éléments 1i,j€H wvérifient :

(3) i2=a , §%=v , ij=-ji .

ques suivantes :

Sur un corps séparablement clos, M(2,K) est la seule algébre de gquat

Le passage entre (1) et (3) s'opére par exemple en posant L=K(i) , prés. En effet, toute algébre séparable de dime

6=b , u=3j . En posant k=1ij , on peut écrire la table de multiplica- sion 2 sur K ne pouvant pas &tre un corps s'envoie surjectivement |
tion de 1i,j,k qui montre que ces trois éléments jouent des rdles la norme sur K° , et se plonge dans M(2,K) (un plondement est un

symétriques. Les termes intérieurs au tableau sont les produits hh' : K-homomorphisme injectif). On déduit de ceci, qu'elle est isomorphe :



{K+K, 1} ¥ M(2,K) , gr3ce & la réalisation de M(2,K) comme algébre de

qguaternicns, faite précédemment.

Produits tensoriels. Soit F un corps commutatif contenant K . On
vérifie directement sur la définition que le produit tensoriel sur K
d'une algébre de quaternions H/K

avec F est une algébre de quater-

nions sur F , et que :
F2{L,68} = {F®L,0} .

On notera l'algébre de quaternions obtenue ainsi H, . L'algébre H se

F
plonge naturellement dans H_ . En prenant pour

F
KS de K nous voyons que H se plonge dans M(2,Ks).

M(2,F)
H dans

DEFINITION. Les corps soit isomorphe &

s'appellent des corps neutralisgnts de
M(2,F)

F/K tels que Hp,

H . Les plongements de

s'appellent des F-représentations.

EXEMPLES :

(1) Une algébre de quaternions sur K n'admet pas de K-représentation,

si elle n'est pas isomorphe & M(2,K).
(2) On définit les matrices
_ .1 0 _ .01 .01
I= (0 -1 o I =0 o) +» 3= (1 O) .

Ces matrices vérifient les relations (3) avec a=b=1 . On en déduit
qu'en caractéristique différente de 2 , une algébre de guaternions
{a,b} est isomorphe a :

1

x+Vay Vb(z+Va t)
{{ ) + X,¥,2,t dans Kj

bz -Va t) x-Vay

ot Va et Vb

(3) Le _corps des quaternions de Hamilton. Historiquement, la premiére

sont deux racines carrées de a et b dans Ks .

algébre de quaternions (différente d'une algébre de matrices) fut intro- §

duite par Hamilton. On la notera H , c'est le corps de guaternions

a=b=-1, appelé le corps des guaternions de
Hamilton. Il admet une représentation complexe :

H ={( z zl), z,z'dans C} .

=1 =

-z

défini sur R par

suU(2,cC)

et fut introduit pour des raisons géométriques (voir le paragraphe 3

Le groupe des quaternions de norme réduite 1 est isomorphe a

géométrie). On appelle parfois les quaternions des guaternions généra-
lisés (par référence a ceux de Hamilton), ou nombres hypercomplexes

F 1la cldture séparable §

} (a0 & 1'interprétation possible des quaternions de Hamilton, comme

amalgame de corps isomorphes & € , peut-&tre), mais la tendance c

lrale est de dire simplement quaternions.

"EXERCICES.

1.1 Diviseurs de zéros. Soit H/K une algébre de quaternions sur

corps commutatif K . Un élément x€H
Xx#O

xy =0 . Montrer que x

est un diviseur de zé
YyE€H , y#0 tel qu

est un diviseur de zéro si et seuleme

si et seulement si et s'il existe

n{x) =0 . Montrer que si H contient au moins un diviseur de

alors H contient un diviseur de zéro séparable sur K .

1.2 Multiplicativité des formes quadratiques. Démontrer que le pro

de deux sommes de 2 carrés entiers est une somme de 2 carrés
tiers. Démontrer le méme résultat pour les sommes de 4 carrés
résultat est-il vrai pour les sommes de 3 carrés ? On peut dé
trer qu'il est vrai pour les sommes de 8 carrés. En relation

cette derniére question, on peut définir les quasi-quaternion

(Zelinsky [1]) ou bi-guaternions (Benneton [3], T4)) ou octon
de Cayley (Bourbaki, Algébre, ch. 3, p. 176) et étudier leur
arithmétique.

A1 .3 (Benneton [2]). Trouver les propriétés de la matrice A , en in

quant une méthode de construction de matrices d'ordre 4 ayant

mémes propriétés :

17 7 4 o
(e -14 -1 11

A=ls -3 -16 8 :
2 -10 9 13

.4 Démontrer qu'une algébre de matrices
tif K

M(n,K)
est une K-algébre centrale simple.
(h,k) * t(hk)

(lemme 1.1).

Sur un CoOrps com

.5 L'application est une forme bilinéaire non dég

sur H

-6 Caractéristique 2. Si K est de caractéristique 2 , une algéb

quaternions H/K est une algébre centrale de dimension 4 sur

telle qu'il existe un couple (a,b) EK'XK" et des éléments

i,j€H vérifiant
i#i=a , 3%=b ., ij=4(1+i)
tels que H = K+Ki+Kj+Kij .



on choisit un élément h=1n14-m2u de norme réduite nulle. On a don

0= n(ml)-+6n(m2) et n(nH) =0 est équivalent a n(m2) =0 . Comme

2 THEOREMES DES AUTOMORPHISMES ET CORPS NEUTRALISANTS

est un corps la propriété h#0 implique que m; , m, sont tous 1

deux non nuls, donc 9€ n(L). Montrons que 68€n(L) si et seulemen

Ce § contient les applications aux algébres de quaternions des théoremes

fondamentaux des algébres centrales simples. Ces théoremes généraux peu-

vent &8tre trouvés dans Bourbaki [ 2], Reiner [1], Blanchard [1], Deuring {L,6} est isomorphe & M(2,K). ?i B€n(L) , il existe dans H ur
[l]. Nous avons suivi de préférence le livre de Weil [1] dans ce § ment de carré 1 , différent de %1 , donc un diviseur de zéro.

comme dans bien d'autres des deux prochains chapitres. Soit H/K une On choisit dans H un diviseur de zéro séparable sur K (voir 1l'e
algébre de guaternions. cice 1.1), que l'on note x . On pose '=K(x). Le corollaire 2.2

montre que H={L',9'}. Comme L' n'est Pas un corps, H est isomc

THEOREME 2.1 (Automorphismes,th. de Skolem-Noether). Soient L , L' 4 M(2,K). Si 9¢n(L) , les éléments non nuls de H ont une norme

deux K-algébres commutatives sur K , contenues dans une algebre de
ro-

réduite non nulle et H est un corps.

guaternions H/K . Alors, tout K-isomorphisme de L sur L se
longe en un _automorphisme intérieur de H . Les K-automorphismes de H

COROLLAIRE 2.5 (Théoréme de Frobenius). Un corps D non commutatif

sont des automorphismes intérieurs. contenant R dans son centre, de dimension finie sur R , est isor

phe au corps H des guaternions de Hamilton.

On rappelle que les automorphismes intérieurs de H sont les automor-

phismes k - hxh~t k€ H , associés aux éléments inversibles h dans La démonstration de ce théoréme repose sur le fait que € le corps

H . Avant de démontrer cet important théoréme, donnons une liste, de ses nombres complexes est la seule extension commutative de dimension f
nombreuses applications. sur le corps des nombres réels, noté R . Un argument analogue sera

essentiel dans le corollaire suivant (il n'existe pas de corps de ¢
COROLLAIRE 2.2. Pour toute algébre séparable, gquadratique L/K, contenue

ternions sur un corps fini). Soit d €D-R,le corps R(d) est commu

dans H , il existe B8€K® tel que H={L,9} . tif, donc de la forme R(i) avec i2:=—1

- Il est différent de D
n'est pas commutatif. Soit d'€D , tel que R(d') =R(u) soit diff

2

. . . c s 1e
i €H" induisant sur L ar automorphisme interieur . Lc
I1 existe utH p rent de R(i) et u“=-1 . Ce nouvel élément u ne commute pas av

K-automorphisme non trivial. On vérifie que t(u)=0 (voir §1 p.3)

2 = < r 1 =3 9} i I peut le Ie"lplace:t pPar un élément '] = jui+uy de trace n
nc u 1 insi P'a igé H ous la forme {L, - rac
do 9¢ K . On a ain ? R S

tel que ij=-3ji . Le corps R(i,j)} est isomorphe au corps H des

quaternions de Hamilton, et il est contenu dans D . S'il est diffé

- i de H est iso-
IRE 2.3. Le groupe Aut(H) des K-agutomorphismes ° .
COROLLA de D , le mBme raisonnement nous permet de construire d€p , n'ap

morphe au groupe quotient H'/K® . Si L vérifie le corollaire 2.2, le

. .. L. 2 . i
sous-groupe Aut(H,L) formé par les automorphismes fixant globalement tenant pas & R(i,j) tel que di=-id et d°€R . Mais alors, dj
sous-groupe ’

L est isomorphe & (L U uL")/K® alors que_le sous-—groupe des auto- commute avec i , donc appartient & R(i) ce qui est absurde.
£ST _1somorpne a ’

morphismes fixant L point par point est isomorphe & L°/K™ .

COROLLAIRE 2.6 (Théoréme de Wedderburn). Il n'existe pas de corps d
Quaternions fini.

COROLLAIRE 2.4 (Caractérisation des algébres de matrices). Une algebre
de guaternions est soit un corps, soit isomorphe & une algébre dg matri-

ces M(2,K) . L'algébre de quaternions {L,8} est isomorphe & M(2,K)

Ceci est une forme affaiblie du théoréme de Wedderburn : tout corps
fini

est commutatif. La démonstration dans le cas particulier donne
si et seulement si L n'est pas un corps ou si 6€ n(L) .

bien 1'idée de celle dans le cas général. Elle utilise que tout cor

. fini P (1'indice st 1 'élé 5
PREUVE : Si L n'est pas un corps, il est clair que {L,8} est isomor- q 4 ¢ ® nombre d'éléments du corps) admet &

he & M(2,K) (voir le passage du §1 concernant les algébres de quater- tsomorphisme prés une seule extension de degré donné. Si H est ur
phe '

€oTps de quaternions fini, son centre est un corps fini F et tol
nions sur les corps séparablement clos). Nous allons donc supposer que p

$€s sous-corps commutatif i t i i F M
) ¢ . P atifs maximaux sont isomorphes & .. 00 g
L est un corps. Nous montrons que si H n'est pas un corps, 8¢ n(L) q

Ceci nous permet d'écrire H comme une réunion finie de conjugués



_ L, 4 2 N ercice 1.4) si F est un corps neutralisant. Donc 1'idéal Hi
F . h 1 on compte le nombre d'éléments de H : g = nlg -q) +q , ou (ex P

h -

q , , . o st égal & H_ . Donc a est inversible.
n est le nombre de sous-corps commutatifs maximaux de H . D'apres (2),? nul e 9
n

F

- (Jd 2 L s
= (g°-1)/2(q"-1) . On est conduit & une absurdite. fNous allons maintenant donner sans démonstration des résultats im

Nous allons maintenant démontrer le théoréme des automorphismes. On tants. Nous les démontrerons dans les deux chapitres suivants, qu
: , p P . . est un corps local ou un corps global.

commence par démontrer un résultat préliminaire. Si V est le K-espace K 3 ps g
vectoriel sous—jacent & H , on va déterminer la structure de la

K-algébre End(V) formée par les K-endomorphismes de V . On rappelle

WTHEOREME 2.8 (corps neutralisants). Soit L une extension guadra!
K . Alors L est un corps neutralisant d'une algébre de quat:

i i i tion contraire. . , . N
que les produits tensoriels sont pris sur K , sauf men si et seulement si L est isomorphe & un sous-corps commuta

LEMME 2.7. L'application de H®H dans End(V) donnée par
h®h' = £(h®h') ol £(h®h')(x) = hxh' , pour h,h',x€H , est un

K-isomorphisme d'algébres.

3 fNous rappelons que l'on appelle une extension de K un corps com
. Les différents plongements de L dans H seront

PREUVE : Il est évident que £ est un K-homomorphisme de K-espaces en éétail quan? K est un corps local 0? un corps gl?bél (voir 1.
vectoriels. Le fait que la conjugaison soit un anti-isomorphisme (i.e. hitions du §4 également). Nous allons maintenant considérer le pr
fk=%h , h,k€H) implique que f est un K-homomorphisme pour la

structure de K-algébre. Les dimensions sur K de H®H et End(V)

ftensoriel sur K , d'une algébre de quaternions H/K avec une au

hlgébre de quaternions H'/K .
&tant égales, il suffit de vérifier que f est injective pour démon- brHEOREME 2.9 (produit tensoriel). Soient H/K et H'/K deux alg

-3 i une exten- . : . .
trer que f est un K-isomorphisme. On peut se placer dans de quaternions. Si H et H' ont un sous-corps commutatif maxim

sion Hy telle que Hp soit isomorphe & M(2,F). L'application éten- rohe. alors H®H' est isomorphe & H"®M(2,K) ol H" est un
due fp est injective, car elle n'est pas nulle; son noyau qu e?t un bre_de quaternions sur K uniguement déterminée & isomorphisme p:
idéal bilatére de H_®_H_ est nul, car H_ ®_ H_, est isomorphe a

F F''F F F ' F

M(4,F) qui est simple (exercice 1.4). théoréme précédent permet de définir une structure de groupe s

lasses d'isomorphisme des algébres de quaternions sur K , si K
Démonstration du théoréme des automorphismes. Soit L une K-algébre

péde 1a propriété : deux algébres de quaternions sur K ont touj

i i fférente de K , et soit . . .
commutative sur K , contenue dans H et differe ' n sous-corps commutatif maximal isomorphe. Nous verrons que cett:

-i i ivi . voulons démon- A e e s
g un K-isomorphisme non trivial de L dans H Nous bricté est vérifiée pour les corps locaux et les corps globaux. C:

trer que g est la restriction d L 4'un K-automorphisme intérieur de i  oupe (s'il est défini) sera noté Quat(K). C'est un sous-groupe
H . On peut considérer H comme un L-module & gauche de deux fagons, eni
posant m.h=mh ou m.h=g(m)h , pour m€L , et h€H . On en déduit
qu'il existe un K-endomorphisme de V , noté 2z tel que
z(mh) = g(m)z(h) . On utilise le lemme 2.7, et on écrit z = f(x) , ou
x€H®H . On fixe une base (b) de H/K de sorte qu'il existe des
&léments (a) dans K , déterminés uniquement, tels que x=Z£.a®b . 1
On obtient une relation £ amhb-g(m)E ahb=0 qui est équivalente a la 3

relation E(am-g(m)a)hb=0 , vérifiée pour tout m€L , et tout h€H.§

bosant 2 dans le groupe de Brauer de H formé des classes des al«

entrales simples sur K , muni du produit induit par le produit
iel. On vérifiera en exercice la relation :
L,8}®{L,0'}>{L,86'} ®M(2,K) . En caractéristique différente de
bn pourra la lire dans Lam [l]. En toute caractéristique, voir

Blanchard [ 1], et exercice I1II1,5.6.

I1 existe au moins un élément a non nul. Pour cet élément, am=g{(m)a , §
donc le théoréme sera démontré si a est inversible. vérifions que a g
est inversible. Comme a@L , on a H=L+alL . On en déduit que Ha est
un idéal bilatére, car HaH = HaL +HaaL © [Hg(L)-*Hag(L)]a C Ha . Or H
est simple, ou méme il suffit d'utiliser que HF°'M(2,F) est simple



3 GEOMETRIE

EXERCICE.

2.1 Corestriction. Soient L/K wune extension séparable de K de degré Le corps K a une caractéristique différente de 2 dans tout ce §. P«
n , et H/L une algébre de quaternions. A tout K-plongement 0} ’ toute algébre de quaternions H/K , on note H 1'ensemble des quat:
1{i{n , de L dans K_ est associé 1l'algébre H; = H ®L(Ks'a-i) nions de trace réduite nulle. La norme réduiteomunit les K-espaces wt
obtenue par extension des scalaires a K, - Vérifier que : . toriels V ., VO sous-jacents & H , Ho d'une forme quadratique non
a) D= ; H; est une algébre centrale simple de dimension 4" dégénérée. On notera la forme bilindaire associée <h,k> pour h,k¥

i=1 ou VO . Elle est définie par <¢h,k> =t(hk) d'ou 1l'on déduit
sur K . ¢h,h?=2n(h) . Si les éléments h,k appartiennent & V, . on a simp]
b) Tout élément T dans le groupe Gal(KS/K) des K-automorphisme: ment <h,k> = —(hk+kh) . Nous voyons ainsi que le produit de deux élé-
de K induit une permutation r de {1,...,n} : ments de H_ est un élément de H  si et seulement si ces éléments
o o anticommutent (hk=-kh) , ce qui est aussi équivalent & ce que ces
i r(i) ) deux éléments soient orthogonaux dans v, . Nous allons maintenant
un K-isomorphisme de H, sur H_ ., , par restriction de 1'appli- étudier les algébres de quaternions du point de vue de leurs espaces
cation : quadratiques.
T(h®%k) = h® 7(k) h€H , k€K . . .

LEMME 3.1. Soient H , H' deux algébres de guaternions sur K , et
et un K-isomorphisme de D . v,V V',Vé les K-espaces gquadratiques correspondants. Les propriét
c) Les éléments de D invariants par Gal(K_/K) forment une suivantes sont équivalentes :
algébre centrale simple de dimension 4" sur K . (1) H et H' sont isomorphes,

(2) Vv et V' sont isométriques,

La construction ci-dessus s'applique naturellement quand H est (3) vO et Vé sont isométriques.
. . , s i se
une L-algébre centrale simple. L'algebre construite sur ¥ PREUVE : (1) implique (2), car un automorphisme conservant la norme

note CorL/K(H) . Elle correspond & l'application corestriction dans

2 i homologique des groupes de Brauer induit une isométrie. (2) implique (3) par le théoréme de Witt, et l¢
1'interprétation cohomologiqu .

décomposition orthogonale =K+ déduite des formules (3) du §1.
2.2 Soient L/K une extension séparable de K de degré 2 , et m~ m (3) implique (1), car une isométrie f conserve l'orthogonalité, dor
le K-automorphisme non trivial de L . Montrer que si i,j€H vérifient (3) du §1, £(i) et f£f(j) vérifient les mémes

3 i relati t H=H' .
a) L'ensemble {g==(T. E) , m,n€ L} forme une K-algébre isomorphe ations e
n’m ,

COROLLAIRE 3.2. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) H est isomorphe & M(2,K) ,

a M(2,K).

-1 . . oa
b) Si g est inversible, montrer que g est conjugué a g par .
(2) Vv est un espace guadratigue isotrope.

(3) VO est un espace quadratique isotrope.
(4) la forme guadratique ax2+by2 représente 1 .

r O .
un élément de la forme (O 7 avec r€L" .

PREUVE : (1) est équivalent & (2) & cause de la caractérisation des 2
gébres de matrices vue dans le §1. (1) est équivalent & (3), c'est tc

aussi clair. (4) implique (1), car 1'élément ix+jy est de carré 1 ¢

2 . . _
ax +by2= 1, et il est différent de 1 , donc H n'est pas un corps

(3) implique (4) car si axz-fbyz-abzz= 0O avec z#O0 , il est clair

2

que ax2+by2 représente 1 , et sinon b€ -aK® , et la forme quadrat
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2

ax -+by2 est équivalente a a(xz-yz) qui représente 1.

D'aprés le théoréme de Cartan (Dieudonné [1]), toute isométrie d'un
K-espace vectoriel de dimension finie m muni d'une forme quadratique
est le produit d'au plus m symétries. Ce théoréme montre que les iso-
métries propres (i.e. de déterminant 1) de vy sont les produits de
deux symétries de VO . La symétrie de V de vecteur g non isotrope
s'écrit :

h - sq(h) = h-q t(hg)/n(q) = -qﬁq—l , h€H.

Si g,h sont dans VO cette symétrie est simplement définie par

r o]

-1
sq(h) = -ghg
= grh(gr) L . Inversement, montrons que tout auto-

. Le produit de deux symétries sq , S de V est
défini par qur(h)
;morphisme intérieur de H induit sur VO une isométrie propre. Si

1l'isométrie induite sur V, par un automorphisme intérieur n'était pas
propre, il existerait r € HY tel que pour x¢€ VO , 1l'image de x soit
—rxr 1 . On en déduirait que h = rfir’! est un automorphisme intérieur,

ce qui est absurde. Nous avons ainsi démontré :

THEOREME 3.3. Les isométries propres de Vo sont obtenues par restric-
tion des automorphismes intérieurs de H aux guaternions_de trace
est isomorphe a8 H'/K" .

nulle. Le groupe des isométries propres de VO

Le dernier point se déduit du corollaire 2.3. Nous avons par la méme
occasion montré qu‘un quaternion s'écrit comme le produit de deux gqua-
ternions purs par un élément de K . Le théoréme permet de retrouver
certains isomorphismes classiques entre des groupes orthogonaux et des
groupes de quaternions. On notera PGL(2,K) 1le groupe GL{2,K)/K" ,
S0(1,2,K) 1le groupe des isométries propres de la forme quadratique
x2-y2—22 sur K : le groupe des rotations SO(3,R) de R3 a un revé-

tement non trivial de degré 2 , noté Spin(3,R) . Si H/K est une al-

gébre de quaternions, H! désigne le noyau de la norme réduite.

THEOREME 3.4. On a les isomorphismes :
1) PGL(2,K)>sS0(1,2,K)

2) su(2,c)/{F1}>s0(3,R)

3) H!>spin(3,R) .

La démonstration des isomorphismes 1) et 2) résulte immédiatement du
théoréme précédent, de la C-représentation du corps des quaternions
de Hamilton donnée au §1, et de 1'isomorphisme 3) dont

nous allons en donner une description détaillée (Coxeter [2]). On

13

considére les quaternions de Hamilton de norme réduite 1. Ceux qu

une trace nulle s'identifient aux vecteurs de longueur 1 de R3

Nous allons démontrer que la rotation (r,2¢) de 1'espace RS (:

fié aux quaternions de Hamilton de trace réduite nulle) d'angle :
d'axe porté par un vecteur unité r , est induite par 1'automorphj
intérieur associé & q = cos a¢+r sin & . En effet, on a r2==—1,
peut choisir par le théoréme 2.1 des automorphismes un quaternion
s€H tel que 52==—1 et rs=-sr . Les quaternions purs forment
R-espace vectoriel de base r , s , rs . Sur cette base, nous all
vérifier que la restriction de 1'automorphisme intérieur induit pe

aux quaternions de trace nulle est la rotation définie plus haut.

(cos ¢ +r sin &) r (cos ¢ -r sin &) = r
(cos @+r sin @) s (cos @#~r sin @) = cos 2a.s +sin 2a.rs
(cos @ +r sin &) rs (cos @ - r sin &) = cos 20.rs - sin 2a.s .

s . 1, - . .
On en déduit que H /{+1} est isomorphe a SO(3,R). Nous allons ¢
1 a A
trer que H est un revétement non trivial de SO(3,R). Sinon, u’
tiendrait un sous-groupe d'indice 2 , donc distingué. Il existerai

homomorphisme surjectif c de H' sur {F1} . Nous allons voir c

c'est impossible. Comme -1 est un carré dans Hl , ona c(-1)=
Tous les éléments de carré -1 étant conjuguds par un automorphis
s L 1 . . s N Lo A

interieur de M~ , on a c(i)=c(j)=c(ij) ol i,j sont définis

dans le §1. On en déduit c(i)=1, et c(x)=1 pour tout quatern
de carré -1 . Comme tout quaternion de Hl est le produit de deu
quaternions de carrés -1 et d'un signe, on en déduit que ¢ est
identiquement égal & 1 sur H' .

On remarquera que H5q¥l} isomorphe & SO(3,R) est un groupe sim

Il est bien connu que PSL(2,K) =SL(2,K)/{%1} est un groupe simpl

| le corps K n'est pas le corps fini & 2 ou 3 éléments (Dieudonné,

Cette propriété ne se généralise pas. Le groupe Hl/{il) n'est pa
toujours simple. On peut trouver dans Dieudonné une infinité d'exe:
ol ce groupe n'est pas simple. Signalons la question suivante!si

un corps global, et H/K une algébre de quaternions telle que pou
tous les complétés K de K , le groupe HV/{:l}
HV=}i®I&ﬂ, est-ce que Hl/{il} est un groupe simple ?

soit simple (o

Le groupe des commutateurs d’'un groupe G est le groupe engendré
les éléments de G de la forme uvu lv™} . u,vE€G . Le groupe des

Commutateurs de H' est donc contenu dans H1 .



. ’ s 1
PROPOSITION 3.5. Le_groupe des commutateurs de H est égal a H .

PREUVE : Soit h K(h)
est une algébre séparable quadratique sur K , le théoréme 90 de Hilbert
x € K(h) "

d'ailleurs vérifier cette propriété directement : si

un quaternion de norme réduite 1 . Si l'algeébre

h=x>‘<_l . On peut
K(h)

montre l'existence d'un élément tel que

est un

corps, on choisit x=h+l 'si h#-1, et x¢€ H) si h=-1;: si K(h)
n'est pas un corps, il est isomorphe & K+K , et si h= (a,b) € KK ,
est de norme ab=1 , on choisit x= (c,d) avec cd_1=:a . Comme X,X

sont conjugués par un automorphisme intérieur (puisqu'ils vérifient le
est un commutateur. Si

n'est pas quadratique séparable, on a h=h , donc (h—l)2==0-
M(2,K) , et 1'on

méme polyndme minimal), on en déduit que h
K(h)/K
Si H h=1, sinon H
admettra le résultat que SL(2,K)
GL(2,K) , cf. Dieudonné [1].

est un corps est isomorphe a

est le groupe des commutateurs de

L'interprétation du groupe Hl/{¥l} comme le groupe des rotations de
R3 permet de déterminer la structure des groupes de quaternions réels

finis de celles des groupes finis de rotations (Coxeter, [1]). commen-

gons par rappeler la structure bien connue des groupes finis de rotation:§

THEOREME 3.6. Les groupes finis de rotations dans R3 sont (Coxeter
[1], ch. 4) :

- des groupes cycliques d'ordre n , hotés c,

- des groupes diédraux d'ordre 2n , notés D

- trois groupes exceptionnels; le groupe tétraédral d'ordre 12 isomorphe

, le groupe octaédral d'ordre 24 isomorphe au grou-

au groupe alterné A

pe symétrique S4
alterné a

4

5 -
Un groupe fini de quaternions réels ne contient que des éléments de norm
réduite 1 . S'il ne contient pas -1 , il est isomorphe & un groupe fini
de rotations, ne contenant aucune rotation d'angle T , cf. démonstratio
du théoréme 3.4 . C'est donc un groupe cyclique d'ordre impair. S'il
contient -1 , c'est 1'image réciproque par 1l'application
(cos a+r sin &) » (r,2a) d'un groupe fini de quaternions réels. Il
peut étre pratique d'avoir une description explicite de ces groupes :
on l'obtient en plagant les polyédres réguliers dans un repére convena-
ble, et en utilisant la description géométrique des groupes.

Les éléments i , j , k de gl vérifiant les relations classiques

i%=-1 p j2= -1, k=ij=-ji , sont identifiés a une base orthonormale

de R3 et 1'on place les pnolvédres comme indiqué sur les figures.

f Le groupe S4

j circonscrit et par les rotations d'angle 7/4

et le groupe icosaédral d'ordre 60 isomorphe au group:
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L'origine est toujours le barycentre.

(Fig 1) : groupe des rotations d'un

Le groupe diédral d'ordre 2n

polygone régulier & n sommets, engendré par les rotations (i,27
et (3.7).
Le groupe A, (Fig 2) : groupe des rotations d'un tétraédre régul

formé de 1l'identité, des rotations d'angle F27/3 , d'axes les dro
joignant les sommets aux milieux des faces opposées, et des rotati
d'angles T , d'axes les droites joignant les milieux de deux arét
opposées.

Le groupe de symétrie du tétraédre est le groupe symétrique S4 fe)
sur ses 4 sommets. Le groupe des rotations est isomorphe au groupe

(Fig 3,4) : groupe des rotations d'un cube ou d'un

édre régulier. Le groupe du cube est engendré par le groupe du tét
autour des médiatri
faces opposées.

Le groupe des rotations du cube permute les 4 diagonales et est is«

au groupe symétrique S4 .

Le groupe A5 (Fig 5,6) : groupe des rotations d'un icosaédre ou ¢

dodécaédre régulier. Le groupe du doécaddre est engendré par le gr«

du tétraédre circonscrit et par les rotations d'angle autow

27 /5
médiatrices des faces opposées.
Les vingt sommets du dodécaédre sont les sommets de 5 tétraddres i:

crits. Chaque rotation est une permutation paire de ces 5 tétraédre

le groupe icosaédral est isomorphe au groupe alterné AS .

i+j+k

Fig 2 Le tétraédre régulier
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-i-j+k —i+j+k
' .ok
i-J+k l
i+j4k .
[ J ]
I i
L d
arirIcri —i+j-k
/7
/
i-3-k i+j-k
Fig 3 Le cube

Fig 5
L'icosaédre régulier

Fig 4
L'octaédre régulier

zi4vk

i-j+k

vi-zj

—i-J-k vso-1
- -1 VT
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THEOREME 3.7 (Groupes finis de guaternions réels). Les ¢

B rinis de H' sont conjugués aux groupes suivants

' (1) groupes cycliques d'ordre n engendrés par
s = cos 2T/n+1i sin 27/n
n

(2) groupes d'ordre 4n engendrés par SZn et

8 (3) groupe d'ordre 24 , appelé le dgroupe binaire t--:

(= <. - =.. ¥l ¥i ¥ +1-
Eyy = (%1, ¥ ., %5, #ij . —————5—1————

(4) groupe d'ordre 48 , appelé le groupe binair.

= E24LJ{2-%X, X = toute somme ou :

Esg
de deux éléments distincts choisis par::

[ (5) groupe d'ordre 120 , appelé le groupe binai:. .

4U {2_lx, X = tout produit

Eip0” By
i +77 w715, ou ¢ o= (V5+1)/2°

On obtient par la méme occasion la descript:
bles de toute algébre de guaternions admettn:

ki .e. telle que le centre K se plonge dans |

" ) .- ]
énérateurs et relations (Coxeter (2, p. & -

igroupe défini par

e groupe est fini pour (2,2,n) ., (2,3,
grorphe aux groupes de rotations Dn . A,
orrespondance 2 ¢« 1 donnée par l'anpnl:
H(cos o+ r sin «) = (r,2¢) définie dans
oit que le groupe <{p,q,r’? défini pa:

xP = yq = o7

hdmet comme cas particuliers, le groui:
in , le groupe binaire tétraédral .-
aire octaédral <€2,3,4) d'ordre 4¥

2,3,5) d'ordre 120 .

PROPOSITION 3.8 ( Isomorphismes clas:i:
st isomorphe au groupe SL(Z,FB)-I;,E'

orphe au groupe SL(2,F5)-

fous démontrerons ces isomorphis:::



EXERCICES.

3.1 Groupes d'isotropie des groupes finis de guaternions (Vigneras [3]).

Soient K une extension finie de @ et H/K une algébre de qua-

ternions admettant un plongement dans H . Le groupe H® opére
. . Lo 1
par automorphisme intérieur sur H™ . Montrer gque les groupes

d'isotropie dans H® des sous-groupes finis de H sont donnés

par le tableau :

groupe d'isotropie
1

dgroupe

cyclique (sn> , n>2 <K(sn)',tn) ol tnsn==s; t tnG H*
dicyclique <S2n'j> , ny2 <52n' I l4s, K

binaire tétraédral E,, . ou i, 3» (K'E24,1+i>

binaire octaédral E,q K'E48

binaire icosaédral E oo K.Elzo

3.2 Oordre _des éléments des groupes finis de gquaternions.

1) Montrer que les éléments du groupe quaternionien d'ordre 4n ,

de générateurs s et j , de la forme sgnj , ot 0o¢{t{2n-1,

2n
sont tous d'ordre 4 .

2) Trouver dans les groupes binaires Eyy + Egg + Eipp le nombre
d'éléments d'ordre donné (il suffit de remarquer que les éléments
de trace réduite O , resp. -1 , 1, 2 , 7 ou R

-7 , sont d'ordre 4 , resp. 3, 6, 8, 5, 10).

3) Déduire de 2) que le groupe binaire octaédral E48 n'est pas

isomorphe au groupe GL(2,F3) d'ordre 48 1.

3.3 Une caractérisation des corps de gquaternions (Van Praag [1]).

1

est un corps de quaternions de centre un corps
x€H ,

Montrer que si H
commutatif K, alors 1l'ensemble formé de O et des éléments
xﬁ'K
est un corps de caractéristique différente de 2 , tel que 1l'ensembl
H est un

x2 €K , mais est un groupe additif. Réciproquement, si H

précédent soit un groupe additif non réduit & O , alors

corps de quaternions.

Cette remarque m'a été amicalement faite par Daniel Perrin.
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3.4 Rotations de H (Dieudonné [2] ou Bourbaki [3]). Une rotation d

H est une isométrie propre de 1'espace quadratique sous-jacent
H . Montrer que toutes les rotations de H sont les applicatio

de la forme :

u : ind
a,b X axb
ol a,b sont deux quaternions tels que n(a)n(b) # O . Montrer
que deux rotations u et u sont égales si et seulement
a.b c,d

. -1 < P
si a=kc , b=k "d, ou k est un élément non nul du centre 4

H . On suppose la caractéristique différente de 2 .
4 ORDRES ET IDEAUX

Ce paragraphe est destiné & donner les définitions de base sur les

ordres, les idéaux, et les discriminants réduits qui seront utilisés
dans les chapitres suivants, quand K est un corps local ou un corp:
global. Notre but n'est pas de refaire la théorie des réseaux sur un
anneau de Dedekind, mais de préciser quelles définitions sont adopté
Pour un exposé plus complet, on conseille le livre de Reiner [1] ou ¢
Deuring [1]. Les notations utilisées seront standard dans les chapit:

suivants.

Soit R un anneau de Dedekind, i.e. un anneau noethérien, intégraler

clos (donc intégre) tel que tout idéal premier non nul est maximal.

EXEMPLES : Z , Z.1/p] pour p premier, 2/ i)

l'anneau des entiers d'un corps local ou global (ch.II et ch.III).

et plus généralement

Soit K le corps des fractions de R et H/K une algébre de guate:

K . Dans la suite de ce §, on fixe R, K, H .

nions sur

DEFINITIONS. Un R-réseau d'un K-espace vectoriel V est un R-modul

a engendrement fini contenu dans
L de

V . Un R-réseau complet de V est

R-réseau V  tel que K®RL >V .

DEFINITION. Un élément x€H est entier (sur R) si R[x] est un

R-réseau de H .

LEMME 4.1 (Bourbaki [1]). Un élément x€H est entier si et seulemer

Sl sa trace réduite et sa norme réduite sont des éléments de R .

' . . ’ ’ .
C'est avec ce lemme que 1'on reconnait si un élément est entier. Con-

trairement au cas commutatif, la somme et le produit de deux entiers
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ne sont pas toujours entiers : c'est la source de beaucoup d'ennuis si implique (2).
on veut faire des calculs trés "explicites". Ce n'est pas surprenant,
dans le cas de M(2,Q) par exemple, les matrices suivantes sont DEFINITION. On dit que 1'idéal I est i gauche de Gg . & droite ds

<1/2 v -3 ) (o 1/5)
i/a 12)  \s 0

mais ni leur somme, ni leur produit ne sont entiers.

%, ¢ bilatere si Gg:=®d , normal si Gg et O, sont maximaux, ent

s'il est contenu da?s 0] et dans Qd » principal si I=0 h=nho,
Son inverse est I " ={h€H, IThi= 1} . 9 -

entiéres

Le produit IJ de deux idéaux 1I,J est 1'ensemble des sommes finie
des éléments hk , ol h€I , k€J . Il est évident que le produit

de deux idéaux I et J est un idéal.

, L'ensemble des entiers ne forme pas un anneau, et l'on est amené a con-

: ae . . A LEMME 4.3 (1 i idgé ; :
sidérer certains sous-anneaux d'entiers appelés des ordres. (1) Le produit des idéaux est associatif.

(2) L'idéal I est entier si et seulement s'il est contenu dans 1't

de ses ordres.

DEFINITION. Un idéal de H est un R-réseau complet. Un ordre 6 de

H est :
(3) L'inverse d'un idéal I est un iddal I_l vérifiant

(1) un idéal qui est un anneau,

ou, ce qui est équivalent : 69(1‘1)3@6(1) ce 1T o8 (1), 1rtes (1),17l = e
. : g g !

(2) un anneau d'entiers 6 contenant R , tel que KB=H .

Un ordre maximal est un ordre qui n'est pas contenu dans un autre ordre, PREWE : (1) est clair, car le produit dans H est associatif.

distinct de lui-méme. Un ordre d'Eichler est l'intersection de deux

(2) IC'-’}g implique II=1I donc I:@d .
~1

(3) Soit mER" tel que mICiGgCIm I . On a d'une part

- - -1 ' R B S -
I.mSg.ICi@gI =I donc m®g T I et d'autre part m lII L 1ICm 21

-1 -2 P -
done I "€m “I . On en déduit que I st un idéal. On a

-1
I.176 1< . -1 -1 -
4 gI I donc Gg(I )DSD et Gd(l )D@‘} . 0na 1II 11*:1
1 -1

donc II ~< Qg , et I "IC Gd .

ordres maximaux.

Il existe certainement des idéaux, par exemple le R-module libre
L==R(ai) engendré par une base (ai) de H/K . Soit I wun idéal, on

lui associe canoniquement deux ordres :

6
=)

0, = 84(1) = {h€H , 1hc 1}

appelés son ordre d gauche, et son ordre & droite respectivement. Ce

@g(I) ={h€H, nic1}

Propriétés des idéaux principaux.

.. . Soient 5 un = OBh TE T ' s
sont des ordres : anneaux, R-modules, c'est évident. Réseaux complets ordre, et I=0h un idéal principal. L'ordre a gauche

car si a€RNTI , 6 Ca !l et si h est un élément de H , il existe __195t égal & l'ordre 0 , et son ordre & droite 0 est 1'ordre
bER , tel que bh ?c I dod HekS . h "6h . On a donc aussi I=h0G' . Nous considérons un idéal 1I'=G0h"
g Principal, d'ordre i gauche G' . Nous avons
PROPOSITION 4.2 (Propriétés des ordres). Les définitions (1) et (2) des 171 - plp o oL
ordres sont égquivalentes. Il existe des ordres. Tout ordre est contenu S A S T
dans un ordre maximal. ! B
T1 =o6anh' = hh'on s ot 6" = h Tl est l'ordre & droite de

PREUVE : La définition (2) montre que tout ordre est contenu dans un

ordre maximal. q ( ) ( 2 ) . Inversement, soit Nou N
d 1 Il est clair ue 1 entralilne N S avons donc les x egles de mul tlpli cation suiv -
a antes

_ -1 -
Sg(1) = 040170 = 1171, 0 (1) = o (1

(ai) une base de H/K contenue dans © . Un élément

h de 0 s'écrit h=_Z Xjag o xiE K . Comme B8 est un anneau, haie S

et t(hai)=:2 x.t(a.ai)e R . La régle de Cramer entraine Lc O8CdL ou
d_1==dét(t(ajai))#(). On en déduit que & est un idéal, donc (1)

-1 -1
) =171, 06 (1IJ3) = ©®
g( ) g(I

01 = 06 () , (17t = g7i7t
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Nous supposerons désormais que les régles de multiplication ci-dessus
sont vérifiées pour les ordres et les idéaux que nous considérerons.

Ce sera toujours vrai dans les cas qui nous intéressent.

DEFINITION. Le produit IJ de deux idéaux I et J est un produit

, S -6 .

cohérent, si g(J) d(I)

Soient I,J.,C,D quatre idéaux tels que les produits CJ , JD soient
. - ' sy . . N -1

cohérents. Al&rs 1'égalité I=CJIJ=JD est équivalente a C=1J et

p=J"t1

LEMME 4.4. La relation IS J est équivalente 8 I=CJ et d I=JD,
oi C et D sont des idéaux entiers et les produits sont cohérents.

Nous supposerons désormais tous les produits d'idéaux cohérents.

Idéaux bilatéres.

DEFINITION. Soit ©® wun ordre. On dit qu'un idéal bilatére, entier,

distinct de ©® est premier, s'il est non nul, et si 1'inclusion

IJC P , implique ISP ou JSP , quelque soit les deux idéaux entiers

bilatéres I , J de O .

THEOREME 4.5. Les idéaux bilatéres de © forment un groupe libre en-

gendré par les idéaux premiers.

PREUVE : Les régles de multiplication montrent que si I , J sont deux

. : N -1
idéaux bilatéres de O tels que I<J , alors 1IJ

entiers, et bilatéres. Si I est un idéal bilatére, s'il est contenu

et J_II sont

dans un idéal J#I , on aura donc I=JI' ot I' est entier, bila-
tdre, et contient strictement I . Comme O est un R-module de type

fini, toute chaine strictement croissante d'idéaux est finie. Nous
)

’

aurons démontré la factorisation des idéaux bilatéres entiers de
si nous montrons qu'un idéal I qui n'est strictement contenu dans
aucun idéal distinct de ©® est premier. Soient I un tel idéal, et
J ., J' deux idéaux entiers, bilatéres de ©® tels que JJ'S1I . Si
JZI , 1'idéal 1I+J contient strictement I , donc est égal &4 6 .
Ona IJ'+4JJ'=J' , donc J'SI . On en déduit que I est un idéal
premier.Inversement un idéal premier n'est strictement contenu dans
aucun idéal bilatére entier distinct de © . Car, si P est un idéal
premier, et I un idéal entier bilatére de © , tel que PS1I , on a
P= I(I-lP) , ol J=1"'P est un idéal entier bilatére. On en déduit

que JC P, ce qui est absurde. On en déduit que si Q est un autre
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jdéal premier, QP =PQ' (en appliguant le processus de factorisation)
o1 Q'SQ donc Q'=Q . Le produit de deux idéaux bilatéres est donc
commutatif. On voit immédiatement que la factorisation est unique

(utiliser que si un produit d'idéaux premiers est contenu dans un idé:
premier P , 1'un au moins des facteurs du produit est égal a P). Le

théoréme est démontré.

Soit I un idéal d'ordre & gauche © , et soit P un idéal premier «
% . Le produit 171p1  est un idéal bilatére de 1'ordre & droite de 1
Notons ©O' «cet ordre. Si I est un idéal bilatére, 17 'p1=P . Sinon,
31 #£0 , et 1'idéal P'= 17'p1  est un idéal premier de ' , indépends
du choix de 1'idéal I d'ordre & gauche 6 et d'ordre & droite 6
La vérification est immédiate. Pour démontrer que P' est premier, il
suffit d'utiliser que les idéaux bilatéres de ©' s'écrivent 1711
ot J est un idéal bilatére de © , et d'appliquer la définition des
idéaux premiers. Pour démontrer que P' est indépendant de 1 , il
suffit d'utiliser que les idéaux a gauche de 0 et a droite de B6'
s'écrivent IJ' ou JI , ou J' est un idéal bilatére de 06' et J

un idéal bilatére de & .

DEFINITION. Un ordre ®' est dit 1ié & 6 , s'il est 1l'ordre a droite
d'un idéal a gauche de 06 . Le modéle de 1'idéal bilatére J de O

est l'ensemble des idéaux bilatéres 1711 , quand 1 parcourt les

idéaux d'ordre & gauche 0 .

Avec les notations précédant ces définitions, on a PI=1IP' , les
ordres O , 0' sont liés, et les idéaux bilatéres premiers P , P'

appartiennent au méme modéle. On notera (P) le modéle de P . On

définira le produit (P)I en posant (P)I=PI=1IP' . On voit tout de
suite que ce produit est commutatif : (P)I=1I(P) .

PROPOSITION 4.6. Le produit d'un idéal bilatére J par un idéal I

o

est_égal au produit JI=1I1J' , ou J’' est un idéal bilatére appartena

au modéle de J .

Par exemple, les ordres maximaux sont liés, et les idéaux normaux

commutent aux modéles des idéaux bilatéres normaux.

Propriétés des idéaux non bilatéres.

Scit ® un ordre. On dit qu'un idéal entier P d'ordre a gauche

% est irréductible, s'il est non nul distinct de 6 , et maximal pour

1'inclusion dans 1'ensemble des idéaux entiers d'ordre & gauche 9 ,
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différents de 0 . deux définitions des ordres (Proposition 4.1) montre qu'il existe

* -1 * ,
d€R tel que d6c I <d "6 , donc I est un idéal. Son ordre a
. . . P o . M
On laisse en exercice le soin de vérifier les propriétés suivantes (ces gauche (x€H, t(xI 1)C R} est égal 3 son ordre & droite

s 22 . 4, . : . *
proprietes sont démontrées dans Deuring [1], ou Reiner [1]) : {x€H, t(I xI)<R} , car tixy) = t(yx).

1) P est un idéal maximal dans l'ensemble des idéaux entiers & droite
de Bd(P) .

(2) Comme 1€ 0" , on a 6 e " log*-! .

*
A (3) 6 est 1'idéal engendré sur R par la base duale (ul) définie
2) Si ©® est un ordre maximal, P cgn!lent un seul idéal bilatére de &, o 1

B B . *
i#j . si ui=Z ajsuy . on a

* [ %
= 2 A 1 a = 5 2
t(uiuj) ajkt(uiuk). On en déduit det(t(uiuj)) det(aij)det(t(uiuj

* .
D'autre part, 6 =6x , x€H" , car ,0 est principal, donc (uix) es

*
PR par t(uiuj) =1 si i= J et Or 5
3) si M=6/P, 1'idéal T={x€6, x.i%)} annulateur de M dans 6 g
est 1'idéal bilatére de O contenu Bans P (on suppose © maximal).

¢ 92 . . f . . s . * >
4) Un idéal entier est un produit 4 idéaux irréductibles. une autre base du R-module 6 . Comme n(x)z est le déterminant de

1'endomorphisme x = hx , cf. §1, on a dét(aij):=n(x)2u , u€R" . on
2 #-1,2 s,
) . La propriété (3)

DEFINITION. La norme réduite n(I) d'un idéal I est 1'idéal frac-

=n(®

est vraie méme si © n'est pas principal. On pourra en exercice essa

tionnaire de R engendré par les normes réduites de ces éléments.
Si I=0h est un idéal principal, n(I)=Rn(h) . Si J=0'h' est un

en déduit que R(dét(t(uiuj))) =n(6")”
idéal principal, d'ordre & gauche &' =h lon , ona I1IJ=06hh' et de le démontrer.

n(IJ) =n(I)n(J) . Cette derniére relation reste vraie pour les idéaux
COROLLAIRE 4.8. Soient 6 et ©6' deux ordres. Si ©°'S06 , on a

non principaux. On utilise qu'un idéal est & engendrement fini sur R .
d(6')<a(d) et d(6)=d4(6') impligque 6=6'

On pourra lire la démonstration dans Reiner, ou la faire en exercice.
Pour les idéaux que nous considérerons dans les chapitres suivants

(principaux ou localement principaux), la multiplicativité de la norme
pour les idégux se déduit de la multiplicativité de la norme sur les

PREWE : Si v, =2 a,.u, , & = (gé 2 3¢
i alJ 3 on a det(t(vivj)) (det(aij)) det(t(uiuj)

Ce corollaire est trés utile pour reconnaitre si un ordre est maximal

idéaux principaux.
EXEMPLES : (1) L'ordre M(2,R) dans M(2,K) est maximal car son dis

Différente et discriminant. criminant réduit est égal & R .

o _ ‘ ' 5 . N . o1 _ e
DEFINITION. La différente 6*-1 d'une ordre © est 1'inverse du dual {2) Dans 1'algébre de quaternions H={-1,-1} définie sur Q, cf. §
I — l'ordre 2(1,1i,3,ij) de discriminant réduit 47 n'est pas maximal.

de O pour la forme bilinaire induite par trace réduite :
6" = {x€H, t(x0)< R} . Nous allons montrer que c'est un idéal bilatére
entier de 6 . Sa norme réduite n(G*_l) s'appelle de discriminant
réduit de © . On le note d(8).

est contenu dans l'ordre 2Z(1,i,3,(1l+i+j+ij)/2) de discriminant rédu-
2Z , maximal comme on le verra dans le chapitre III,ou comme on peut

facilement le vérifier.

Classes d'idéaux.

Nous allons démontrer le lemme suivant :

DEFINITION. Deux idéaux I et J sont égquivalents 3 droite si et

LEMME 4.7 (1) Soit I wun idéal. L'ensemble I ={x€H, t(xy)SR, ¥y€ 1}
R E—— seulement si I=Jh , h€ H' . Les classes des idéaux d'ordre a gauche

est un idéal bilatére.

un ordre © s'appellent les classes & gauche de © . On définit de
fagon évidente les classes 3 droite de 6 .

W a
(2) Soit ©® un ordre. L'idéal G 1 est un idéal entier bilatére.

(3) Si ©® est un R-module libre de base (ui) et _un anneau principal.
alors n(6" 712 = R(dét (t(ugu,)).

On vérifie facilement les propriétés suivantes :

LEMME 4.9 (1) L'application I - 1! induit une bijection entre les
Classes 3 gauche et les classes & droite de © .

PREUVE : (1) Il est clair que I” est un R-module. Un raisonnement

analogue a celui que nous avons utilisé pour montrer 1'équivalence des
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(2) Soit J wun idéal donné. L'application I = JI induit une bijec-
tion entre les_classes & gauche de Gg(I) = Gd(J) et les classes a
gauche de Gg(J).

DEFINITION. Le nombre de classes des idéaux liés & un ordre donné ©O
comme le nombre de classes (fini ou infini) des idéaux & gauche (ou &
droite) 4'un quelconque de ces ordres. Le nombre de classes de H est

le nombre de classes des ordres maximaux.

DEFINITION. Deux ordres conjugués par un automorphisme intérieur de H

sont du méme type.

LEMME 4.10. Soient & et 6
sont équivalentes,

deux ordres. Les Qropriétés suivantes

(1) 8 et 6' sont du méme type.
(2) & et ©' sont liés par un idéal principal.

(3) 8 et 6' sont 1iés, et si I , J sont des idéaux ayant pour
ordre & gauche 6 et pour ordre & droite 6' on a : I=J(A)h , ou

h€H et (A) est un modéle d'idéal bilatére de 3 .

PREUVE : Si ©' =h"®h , 1'idéal principal Gh lie 6 & &'

-1

proguement. Si 3 =h"'6h , alors J 'Ih est un idéal bilatére de ©'.

et si I et J vérifient

J= hoh 1 .

sont liés,
1

Inversement si © et 6

les conditions de (3)alors 8'=J

COROLLAIRE 4.11. Le nombre de types t des ordres liés 3 un ordre donu

et réci-

est inférieur ou égal au nombre de classes h de ces ordres, si h ex:

fini.
Le nombre de types d'ordres de H est le nombre de types des ordres

maximaux.

DEFINITION. Soit L/K une algébre séparable de dimension 2 sur K .
Soient B un R-ordre de L et 8 un R-ordre de H . Un plongement

f:L > H est un plongement maximal par rapport a ©6/B si

Comme la restriction de f & B détermine £ , on dit aussi que f

est un plongement maximal de B dans ©6 .

Supposons que L=K(h) soit contenue dans H . D'aprés le théoréme
2.1 la ¢classe de conjugaison de h dans H®

1

c(h) = {xhx = , x€H"}

f(L)YNG =8B .
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est en bijection avec l'ensemble des plongements de L dans H . On

aussi

C(h) = {x€H, t(x)=t(h) et n(x)=n(h)} .

| L'ensemble des plongements maximaux de B dans © est en bijection

avec un sous-ensemble de la classe de conjugaison de h dans H°

’

| égal a

c(h,B) = {xhx_l , X€H , K(xhx_l)n 9=:xBx_1}

et 1l'on a la réunion disjointe

c(h) = U Cc(h,B)
B
quand B parcourt les ordres de L . Considérons un sous-groupe G

du normalisateur de & dans H®

N(®) = {x€H" , x@x_l:=@} .

-1

pour x€H' , notons X:y = xyx 1'automorphisme intérieur de H

associé & x , et G={%, x€G} . L'ensemble C(h,B) est stable pous

1'opération & gauche de G .

DEFINITION. Une classe de plongements maximaux de B dans ©6 modulc

est une classe de plongements maximaux de B dans O pour la relati

d'équivalence f=%f' , ¥X€T . La classe de conjugaison modulo G de
hiH" est CG(h) = {th_l , x€G} .

Nous voyons ainsi que 1'ensemble des classes de conjugaison modulo G

des éléments x€H , tels que t(x)=t(h) , n(x)=n(h) est égal &

Bic(h) = gﬁ\c(h,a) .

En particulier si card(G\c(h,B))
ordre BCL

est fini et nul pour presque tout

» nous avons

card(8\c(h)) = EBcard(“d\c(h,B)) .

Cette relation est utilisée dans tous les calculs explicites de class
de conjugaison : trace des opérateurs de Hecke (Shimizu [2]). nombre
classes d'idéaux ou de types d'ordres (ch. V), nombre de classes de
conjugaison d'un groupe de quaternions de norme réduite 1 de trace
réduite donné (ch.IV)).

Groupe des unités d'un ordre.

Les unités d'un ordre sont les éléments inversibles qui sont cor

tenus dans cet ordre ainsi que leurs inverses. Ils forment naturellen

Un groupe que 1l'on note O° . Les unités de norme réduite 1 forment u
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groupe noté ol .

LEMME 4.12. Un élément de 9 est une unité si et seulement si sa norme

réduite est une unité de R .

PREUVE : Si x , x *
. -1, -1 -l -ce
dans R . Inversement si x€8 , et n(x) "€R, ona x  =n(x) x .

car xX€0 .

EXERCICES

A

4.1 Montrer que si l'ordre & droite d'un idéal est maximal, son ordre a
gauche est aussi maximal. En déduire que les ordres maximaux sont

les ordres 1iés 3 l'un d'entre eux.

4.2 Montrer que si R est principal, 1'ordre M(2,R) est principal.
En déduire que les ordres maximaux de M(2,K) sont tous conijuqués,

i.e. du méme type.

4.3 soit H 1'algdbre de quaternions {-1,-1} sur @ , cf. §1 .
Montrer qu'il existe dans un idéal entier un élément de norme ré-
duite minimale. Montrer que si h€H , il existe x€ Z(1,i,3,1ij)
tel que n(x-h){ 1l , et méme dans certains cas n(x-h)<{1 . En
déduire que Z(1,i,3, (1+i+j+ij)/2) est principal.

4.4 Théoréme des guatre carrés (Lagrange). Tout entier est somme de 4

carrés. Le montrer en utilisant 4.3. On pourra d'abord vérifier
que l'ensemble des sommes de quatre carrés dans 7 est multipli-
cativement stable, puis que tout nombre premier est somme de quatre

carrés.

4.5 Variétés abéliennes (Shimura [l]). Soit H une algébre de quater-

nions sur @ possédant une R-représentation f . Si =z€¢C , et
(@
¢ -1

x(z) = (az+b) (cz+d) . Soit ® un ordre de H sur % . Pour

x = E)G-M(2.R) , on note e(z) le vecteur colonne (i) et

tout z€C de partie imaginaire strictement positive, soit
D(z) = £(8)z = {f(x)z , x€ 6} .

Montrer que D(z) est un réseau de C2 , i.e. un sous-groupe dis-
cret de Cz de rang 4 .

Si a€H est un élément dont le carré a2 est un nombre rationnel
strictement négatif, on pose pour x€H , §==a_1§a . Montrer que

x * % est une involution de H , et que t(x%) est strictement

positif si x#0 .

. \ -1, _ —1
appartiennent & 8 , alors n(x) , n(x ) =n(x) "sor
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Montrer qu'il est possible de définir une R-forme bilinéaire

{x,y> sur c? telle gue pour tout x,y€H , on ait

(f(x)z, £(y)zd = tlaxy) .

Vérifier qu'il existe un entier c€N , tel que E(x,y) = c{x,y>

soit une forme riemannienne sur le tore complexe CZ/D(z) , i.e.

- E(x,y) est un entier pour tout (x,y)€ D(z) XD(z)

- E(x,y) = -E(y.x)

- la forme R-bilinéaire E(x,V-1y) est bilinéaire et définie
positive en (x.,y).

Il est connu que l'existence d'une forme riemannienne sur un tore

complexe est équivalente & 1'existence d'une structure de variét¢

abélienne.

4.6 Normalisateur. Soit H/K une algébre de quaternions, et h€wH .

Montrer que :

(1) 8h est un idéal si et seulement si h est inversible

(2) ®h est un idéal bilatére si et seulement si (1) est vérifié
et OBh=nh6

(3) le normalisateur de 6 est le groupe formé des éléments

h€H tels que O6h soit un idéal bilatére.

4.7 Equations polyndmiales en gquaternions (Beck [1]). soient H/K un

corps de quaternions, et H[x] l'ensemble des polyndmes
P(x) =2 aixl . ol les coefficients a; appartiennent & H . On
munit H[x] d'une structure d'anneau telle que l'indéterminée x

commute avec les coefficients.

a) Montrer que tout polyndéme P(x) se factorise de maniére uniqu
comme le produit d'un polyndme unitaire & coefficients dans K ,
d'une constante dans H' , et d'un polyndme unitaire de H(x] .,

divisible par aucun polyndme de K[x] différent de 1'unité.

b) Montrer que 1'équation P(x)=0 a pour solution un élément

X=a appartenant & K si et seulement si x-a divise P(x).

. e . o
c) Montrer que le polynéme n(P)==Z aiajxl 1 est a coefficients
dans K . On l'appelle la norme réduite de P .

On cherche les solutions de 1'équaticon P(x) =0 qui appartiennent
& H . On les étudie en les reliant aux solutions dans H de

l'équation n(P)(x) =0 . On peut supposer P unitaire, et n'admet
tant aucune solution dans K , d'aprés ce qui précéde. Si h est

un quaternion, on note P, son polyndme minimal.
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d) Montrer que si Ph divise P , alors tous les conjugués de h
dans H sont racines de P . En particulier, 1'équation P(x) =0

a une infinité de solutions dans H .

e) Montrer que si P ne divise pas P , alors 1l'équation
P(x) =0 a au plus un conjugué de h comme solution. Ceci se pro-

duit si et seulement si Ph divise n(P).

£) En déduire que si P(x)=0 n'a qu'un nombre fini de racines,

ce nombre est inférieur ou égal au degré de P(x).

g) Supposons que H est le corps H des quaternions de Hamilton.
Montrer que si P(x) n'est pas le polynbme 1 , alors P(x) =0
a toujours une racine dans H , et a une infinité de racines si
et seulement si P(x) est divisible par un polyndme irréductible

de degré 2 & coefficients réels.

h) Soient hl""’

et non conjugués deux a deux, et rnl,...,mr des entiers supérieurs

h_ des &léments de H , n'appartenant pas & K

ou égaux & 1. On dit que h est une racine de P(x) de multipli-
<o m+1
cité m si Pg divise n(P) , et Py

Démontrer que si tous les m, sont égaux a 1 , il existe un unique

ne divise pas n(P).

polyndéme unitaire P(x) dont les seules racines soient les quater-
nions h; (1{i{r) avec la multiplicité m, , et que le degré de
P(x) est égal & m=Z m, - Sinon, montrer qu'il existe une infinité

de polyndmes unitaires de degré m avec cette propriété.

CHAPITRE II

ALGEBRES DE QUATERNIONS SUR UN CORPS LOCAL

pans ce chapitre, K est un corps local, c'est-d-dire une extension

J . 1 , .
finie K/K' d'un corps K' appelé son sous-corps premler( ), égal a

1'un des corps suivants :

- R le corps des nombres réels,

- Qp le corps des nombres p-adiques,

- F [[T]] le corps des séries formelles & une indéterminée sur le co
P fini F, .

Les corps R , € sont dits archimédiens, les corps K#R,C sont dit

non archimédiens.

Si K'#R soient R 1l'anneau des entiers de K et 7,k=R/TR une

uniformisante et le corps résiduel de K . On note L 1'unique

nr
extension quadratique de K dans une cldture séparable KS de K o

est non ramifiée, i.e. vérifiant une des propriétés équivalentes

(1) T est une uniformisante de Lnr .

<

(2) R'==n(R£) ou RL est 1'anneau des entiers de L .
nr

(3) [kL :kl=2, ou %k est le corps résiduel de L .

L nr
Soit H/K une algébre de quaternions. Toutes les notions d'ordres et

d'idéaux dans H sont relatives & R .
1 CLASSIFICATION

La classification extrémement simple des algébres de quaternions sur

corps local est fournie par le théoréme suivant.

THEOREME 1.1 (Classification). Sur un corps local K#FC il existe un

uaternions, a isomorphisme preés.

Nous avons déja vu p. 3 que M(2,C) est la seule algébre de quaternic
sur € , a4 isomorphisme prés. Le théoréme de Frobenius p. 7 implique ]
héoréme 1.1 pour K=R . Avant la démonstration de ce théoréme, donnc
uelques applications.
(1)

Cette notion de sous-corps premier n'est pas usuelle, mais est

pPratique pour la suite.
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DEFINITION. On définit un isomorphisme de Quat(K) dans {+1} en
posant pour une algébre de quaternions H/K , €(H)=-1 si H est un
corps, €(H) =1 sinon. On appelle ¢€(H) 1'invariant de Hasse de H .
Une variante du théoréme 1.1 est :

Quat(K) > {F1} si K#¢ , oQuat(e)=>{1} .

DEFINITION. Si la caractéristique de K est différente de 2 , et si

a,p€K" , 1'invariant de Hasse de a,b est défini par
€(a,b) = e({a,bl})
oi H={a,b} est l'algébre de quaternions décrite par I.(3). Le
symbole de Hilbert de a,b est défini par
1 si ax2+by2-z2==0 a une solution non triviale dans K3
(a/b) = {—1 sinon

ol par solution non triviale, on entend une solution

Une variante du théordme 1.1 en caractéristique différente de 2 est
1'égalité entre le symbole de Hilbert et l'invariant de Hasse, et les

différentes propriétés du symbole de Hilbert qui s'en déduisent.

COROLLAIRE 1.2 (Propriétés du symbole de Hilbert). Soit K un corps

local de caractéristique différente de 2 . Soient a , b, ¢, x ,
yE€K° . Le symbole de Hilbert (a,b) est &gal & 1'invariant de Hasse

e(a,b) . Il vérifie les propriétés suivantes :
(1)

(axz,byz) = (a,b) (modulo les carrés) ,

(2) (a,b)(a,c) = (a,bc) (bilinéarité) ,

(3) (a,b) = (b,a) (symétrie) ,

(4) (a,1-a) =1 (symbole) ,

(5) (a,b) =1, Vb€K" implique a€K"2 (non dégénéré) ,
(6) (a,b) = 1 est éguivalent 3 une des propriétés suivantes :

- a€n(k(Yp)) ou DbEn(KNVa))

- ax+by’ représente 1 .

PREUVE : L'égquation ax2+by2—z%=0 admet une solution non triviale dans
w

quaternions purs de

si et seulement si 1l'espace vectoriel quadratique VO associé aux
{a, p}
est isotrope si et seulement si est isomorphe a
une algébre de matrices. Donc (a,b) =1 ¢(a,b) =1

On en déduit (a,b)=¢(a,b) . Les propriétés (1),(2),(3),(4),(5),(6)

est isotrope. D'aprés I, corollaire 3.2,
{a,b}

si et seulement si

A

1'espace VO

(x,y.z) #(0,0,0) .
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sont des conséquences immédiates des résultats antérieurs.
f (1), (3). Définir les éléments 1i,]j
fi,3 j,.i .
 (2).Utiliser le produit tensoriel (I, Théoréme 2.9)

par la formule I.1.(3) et remp
par xi , yj , puis par
M (4),(6). Utiliser la caractérisation des algébres de matrices (I,
@ corollaire 2.4) et 1'étude géométrique (I, Corollaire 3.2).

(5) Provient ce que toute extension quadratique de K se plonge d:

£ 1o corps de quaternions sur K , si K#C . Cette propriété sera

démontrée plus loin (II, Corollaire 1.9).

f Nous supposons désormais K#R,C . Le théoréme de classification ré

Ede 1'énoncé plus précis suivant.

| THEOREME 1.3.
jv={L__,7}
E nr

Soit K un corps local non archimédien. Alors

est 1'unique corps de quaternions sur K & isomorphism
F/K

fprés. Une extension finie

degré [ F:K] est pair.

neutralise H si et seulement si s

La deuxiéme partie est une conséquence facile de la premiére partie

théoréme. Elle admet les deux variantes :

£(1) H posséde une P-représentation si et seulement si
e (i [ F#K]

[F:K] est

E(2) E(HF) =

fLa démonstration du théoréme comporte plusieurs étapes. On consideér.

jcc:rps de quaternions H/K . On étend une valuation v de K en un
valuation w de H . On démontre que Lnr se plonge dans H . En
itilisant I. Corollaires 2.2 et 2.4 on obtient Hj'{Lnr,”} L'exis

fe la valuation w donne de plus 1'unicité de 1'ordre maximal ot 1..

Ptructure du groupe des idéaux normaux. Nous allons maintenant suiv:
¢ programme. Référence : Serre [1].

BPEFINITION. Une valuation discréte sur un corps(l) X

est une vl
on v :X' * Z vérifiant
:1) vixy) = vi(x) +v(y)
$2) vix+y) ) inf(v(x),v(y)) , avec égalité si v(x) # viy)

peur tout x,y€ X° . Un élément u de valuation minimale rev. co:lis

‘appelle une uniformisante de X

. On étend v en une applicat:

dans  ZU o en posant v(0)=w . L'ensemble A = ‘x°X , wi%
Y : Tooree oy
Un corps n'est pas nécessatrement commutatif : la tralirtion f1,

Gaise du mot anglais field est corps commutatif.
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v . Son unique idéal

est le corps

est un anneau de valuation discréte, associé a
premier est M = au = {x€X , v(x) >0} . Le corps AM

résiduel et le groupe A" = {x€X , v(x)=o0}

On choisit une valuation discréte v de K ; on peut supposer

Oon définit une application w:H' » Z en posant si h€H® ,

(3) w(h) = ven(h)

ol n:H" 2> K° est la norme réduite. La multiplicativité de la norme
réduite (I. Lemme 1.1) implique que w
bien connu dans les corps locaux commutatifs que la restriction de w

est une extension de K
1

4 L est une valuation si L/K
H . On a donc w(h+k) - w(k) = w(hk

1ité si w(hk™') # w(1) . On en déduit que w vérifie (2). Nous avons

démontré

LEMME 1.4. L'application w est une valuation discréte de H .

On note 6 1'anneau de valuation de w . Pour toute extension finie

L/K contenue dans H , 1l'intersection
de la restriction de w & L . Donc, 3N L est l'anneau
de L . On en déduit que ©® est un ordre formé de tous les entiers de

H . On a donc le :

LEMME 1.5. L'anneau 6 est l'unique ordre maximal

de H .

de valuation de w

On en déduit que tous les idéaux normaux de H sont des idéaux bila-

est 1l'unique idéal pre-
, n€7 .

téres. Si u€0 est une uniformisante, P=0u

. . n
mier de © ., Tous les idéaux normaux sont de la forme P

LEMME 1.6. L'extension Lnr/K quadratigue non ramifiée de K est

isomorphe & un sous-corps commutatif de H .

PREUVE : Elle se fait par l'absurde. Si Lnr
x€6,xfR, 1'extension K(x)/K est ramifiée. Il existe
x-a € PN K(xX). On peut donc écrire x=a+uy .avec y€0.

£ a u', a_ €RrR .
n}o n n
étant complet est fermé. On a donc O< K(u). C'est une

alors pour tout
a€R tel que

En itérant ce procédé, 1'élément x s'écrit

Le corps K(u)
absurdité.

COROLLAIRE 1.7. Le corps de quaternions H est isomorphe a {Lnr'”}

Son idéal premier P=06u vérifie p2=or . Son anneau d'entiers ©

le groupe des unités de 2

vérifie (1). On utilise le fait

contenue dans

+1) Y inf(w(hk 1),w(1)) avec éga-

8N 1L est 1l'anneau de valuation
RL des entie-

ne se plonge pas dans H.
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est _isomorphe a
égal & n(P)=RT .

Ry *+Ryu . Le discriminant réduit d(8) de 6 es

—_—

PREUVE : D'aprés I. Corollaires 2.2 et 2.4, pP- 6, ona H>{L ,x} ou
- . : - ' . n !
xS K mais xﬁ/n(Lnr) -+ On a donc d'aprés (1), (2) p. 31, x:ny2 ou
y K" . On peut supposer x=T7T , d'ol la premiére partie du corollaire.
On suppose H=={Lnr,ﬂ} - L'élément u€H vérifiant I (1) p. 1 est de
valuation minimale non nulle donc P=06u vérifie P2==®ﬂ L'idéal
6 . D'aprés le lemme 1.4, on a
.= {nh€H , n(h)€R} . De méme, R = {me Lnr , n(m) € R} . on vérifie
facilement que si = m_+ £

a q i h=m myu s avec m fL n(h) € R

est équivalente & n(mi)é R, i=1,2 . On démontre ainsi que © = R +R
L 'L

en utilisant la formule avec
l» déterminant (I, Lemme 4.7, p. 24). Avec le fait que d(RL)==R , on
voit aisément que d(B)=RT . On en déduit que d(%) =n(P)

la différente de 0 est 0 “L=p .

premier RT est donc ramifié dans
cra s
, la propriété

On calcule le discriminant réduit d(8)

ou bien que

DEFINITION. Soit Y/X une extension finie de corps munis de valuations

discrétes d'anneaux de valuation A, . AX:Xn A, - Soient P
- . ’ K] Y '
P, = RYW Ay les idéaux premiers et kY , kX les corps résiduels corres

pondants. Le deqré résiduel f de Y/X est le degré [kY:kx] de

l'extension résiduelle kY/kx - L'indice de ramification de Y/X est
l'entier e tel que AYPX==P§ X

n en déduit que 1'extension quadratique non ramifiée L__/K a comme
irdice de ramification 1 , et comme degré résiduel 2 . Lgrcorps de
vaternions H/K
ésiduel 2 .

oit F/K

ication e

a comme indice de ramification 2 , et comme degré

une extension finie de corps commutatifs, d'indice de rami-
et de degré résiduel f . On a

2 k est fini, et RF/TTRF“RF/‘JTSRF, si

ef:=[F:K] , car le cardinal

F est une uniformisante de F

FMME 1.8. Les propriétés sujvantes sont éguivalentes :

i) £ pair
2) FoL
nx
3) Fglhr n'est pas un corps.

RI‘-:UVE : Pour 1l'équivalence (1) &= (2), voir Serre [1], ch. 1 . pour

2quivalence (2) &= (3), il est commode d'écrire L

x1/(p(x))  on idé n

: ou (P(X)) est un idéal premier de 1'anneau des polyndmes

x] engendré par un polyndme P(X) de degré 2 . Alors FL est

a3 ply] : nr
[xl/te(x)), ot (P(X))

sous la forme

(P(X))F est 1'idéal engendré par
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dans 1'anneau des polyndmes F[X] . Comme P(X) est un polyndme de Table du symbole de Hilbert : }h\}) T S T e

degré 2 , il est réductible sur F et seulement s'il admet une racine 7 1 1 1 T
’ i . - i D .

dans F i.e. si F Lnr 1 1 -1 -1

Considérons maintenant H_™> {F3>Lnr,ﬂ} . 8i T_ est une uniformisante bo-1ooe -E

de F , on peut supposer que T =ng . D'aprés I. Corollaire 2.4, et le Te i -1 -¢ =

lemme 1 , on %o0it que si e ou f sont pairs on a HF°'M(2,F) , donc

) . . . ] . DEFINITION. Soient un nombre premier impair, et un nol
F neutralise H . Sinon, c'est-a-dire si [F:K] est impair, P p pair, a mbre er

. ) emier & . Le bol a éfini
HF°'{F8’Lnr,”F} o Fg’Lnr est 1'extension quadratique non ramifiée pr p e symbole de Legendre (p) est défini par

de F dans Ks . Donc HF est un corps de quaternions sur F . Le

{ 1 si a est un carré modulo p
théoréme 1.2 est démontré complétement.

sinon.

On déduit la remarque suivante, utile pour la suite. . Oon voit immédiatement que le symbole de Hilbert (a,p) de a,p da
P

_ . . . @ est égal au symbole de Legendre 2y, o t ainsi
COROLLAIRE 1.9. Toute extension quadratique de K est isomorphe & un P d Y d (p)- On peut ainsi calculer fac

sous-corps _de H . Pour gu'un ordre d'un sous-corps commutatif maximal
de H se plonge maximalement dans H , il faut et il suffit gqu'il

soit maximal.

lement le symbole de Hilbert (a,b)D dans Qp de deux nombres enti

a,b , si p#2 ., On utilise les régles de calcul des symboles de Hil
(Corollaire 2.2) et

.

: e
(a,b) = { 1 si pia, pfb
b

Calcul du symbole de Hilbert. (g) si pfa, pllb

LEMME 1.10. Si lg caractéristique de k est différente de 2 , et si

e est une unité de R gqui n'est pas un carré, alors 1'ensemble

| . . o a2
{1,e,7,me} forme un systéme de représentants dans K° de K'/K .
On a de plus L isomorphe a k(Ve).

2 ETUDE DE M(2,K)

Soit V un espace vectoriel de dimension 2 sur K . On suppose fixé:

PREUVE : On considére le diagramme rase (el,ez) de V/K telle que V = e, K+e K . Cette base permet
1 Ri R X 1 d'identifier M(2,K) avec 1l'anneau des endomorphismes FEnd(V) de
2l 2] 2
Ri — R° —> k°
N . ) . 2
les fléches verticales étant les homomorphismes h 2 h™ , et
2

Ri={h=l+ﬂa,a€R} .ona [k':kx?]=2, et R} =R;“ car

. ab . .
Si h = (C d)E M(2,K) , on lui associe 1'endomorphisme : v = v.h , d{

par le produit de la matrice ligne (x,y) par h, si v = e, x+eyy

On rappelle qu'un réseau complet dans V est un R-module contenant t
base de V/K . Si L , M sont deux réseaux complets dans V , on not
Fnd(L,M) , ou End(L) si L=M, l'anneau des R-endomorphismes de I
(1472)% = 1+7a/2 +...+ CE("a)n oo dans M .

LEMME 2.1 (1) Les ordres maximaux de End(V) sont les anneaux End(L
quand L parcourt les réseaux complets de V .

{2) Les idéaux normaux de End(V) sont les idéaux End(L,M) , guand
L

converge dans K . Donc [R':R'2] =2 , et [K':K'2]==4 . 8L e€R"-R
R°S n(K(Ve)) , et ceci caractérise Lnrf=K(VE) .

On pose €=1 si -1 est un carré dans K , et €=-1 sinon.

+ M parcourent les réseaux complets de V .

PREUVE : (1) Scient 0 un ordre de End(V) et M un réseau complet
dans vV . on pose L = {m€M, mdCM} . C'est un R-module contenu dans

Il existe a€R tel que a End(M)S 0c 5™} End(M) . on en déduit que
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aMCLCM , donc L est un réseau complet. Il est clair que OCEnd(L).
(2) Soit I wun idéal a gauche de End(L) . On identifie 1 a un

R-module £(I) de V2
Soit x, .
i.J
fixant e,
L = Rel+Re
les possibilités pour

par l'application : h » f(h) = (el.h,ez.h)

1'endomorphisme permutant e, et e, ., si i#j ., et si

i=3j , et envoyant l'autre élément de base sur O . On peut

supposer que donc  x, jE End(L) . En choisissant toutes

2’ R
(i,3) ., et en calculant f(xi .,h) , on voit que
£(I) contient (e;.h,0) , (0,e,.h) , (e,.h,e;.h) . Donc F(I) =M+M ,

M=L.I . On voit facilement que M est un réseau complet.

I=End(L,M) .

si 1'on pose

On en déduit que

Rappelons quelques résultats classiques de la théorie des diviseurs

élémentaires.

LEMME 2.2. Soient LC©&M

(1) I1 existe une R-base

deux réseaux complets de V .
= T T
(fl,fz) de M et une R-base (f1 £y
sont des entiers uniquement déterminés.

) est une R-base donnée de L , il existe une base unigu¢

L ou a,b
(2) si (fl,f2 -
de M/R de la forme (flﬂ ,flr+f2

r appartient & un systéme donné U

m N .
") , o0 n,m sont des entiers, et

de représentants dans

PREUVE : On admet (1) gqui est classique. On démontre (2). Les bases
ab

(f,a+f b, f c+f,d) de M sont telles que la matrice A = (g 3) vérifi:

L.A=M . On peut remplacer A par XA si X€M(2,R)" . On vérifie san:
n

peine que l'on peut ainsi se ramener a A = (g ;m) ou n,m sont des

entiers et r¢€ v, -

Nous allons exprimer ces résultats en termes de matrices :

THEOREME 2.3 (1) Les ordres maximaux de M(2,K) sont conjuqués & M(2.F

(2) les idéaux bilatéres de M(2,R) forment un dgroupe cyclique engendr:
par 1'idéal premier P = M(2,R)T ,
(3) les idéaux entiers a gauche de

M(2,R) sont les idéaux distincts

n
m r N
M(2,R)(O nm) , oo n,mEN et r€ U

R de R/'R .
(4) Le nombre d'idéaux entiers & gauche de M(2,R)

R"d est égal a est le nombre d'éléments du corps

résiduel %k = R/TR .

est un systéme de représentants_dans

ou U
m I3 .
de norme réduite

1+q+---+qd » 81 q

et %' =End(M) deux ordres maximaux de
sont deux réseaux complets de V . Si X,y

End(L¥x) =3 et End(My)=06' . On peut donc

DEFINITION. Soient 8 =End(L)
End(V) , o L,M

nent & K° , on a aussi

appartien-

. n
' niveau RT

R de R/
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supposer que L&M . Il existe des bases (f1’f2) et (flﬂa,fznb)
L/R et M/R, ol a,bEN . L'entier lb-a!
place L , M par Lx , My . On l'appelle la distance des deux ord:

ne change pas si l'on

l maximaux © et ©' . On le note d(6,3'),
. . R 7 PR
EXEMPLE. La distance des ordres maximaux M(2,R) et (nnR R )€

L sgale & n .

ordres _d'Eichler.

est l'intersection ¢
1l'ordre d'Eichle

DEFINITION. Un ordre d'Eichler de niveau R7"

deux ordres maximaux de distance n . On note B

égal a
R 7 "R
L= MR Cn T

est de la forme 3 = End(L)" End(M) , ou
sont deux réseaux complets de
n
= + = T
L flR f.R et M flR+f2 R

Un ordre d'Eichler de V
V gque 1l'on peut supposer de la form
5 C'est aussi l'ensemble des endomor
h < End(L) tels que fl.h€ flR+LTfn . Les propriétés que nous démont
dans le lemme suivant justifient la définition du niveau d'un ordre

d'Eichler.

LEMME 2.4 (Hijikata, [1]). Soit @& M(2,K) . Les propr

suivantes sont éguivalentes :

un_ordre de

(1) Il existe un couple unique d'ordres maximaux (%ﬁ% ) tel gue
T=08.N06 .
1 2
(2) 9 est un ordre d'Eichler.
{3) 11 existe un entier n€N uniqgue tel gque © soit conjugué 3
~ - (R R
n PR R’ °
f4) 6 contient un sous—anneau conjugué & (R O)

O R T

sont évidentes. On

un ordre contena;t (g g
7
g R , avec a+b = m VX
TR R

PREUVE : Les implications (1) = (2) = (3) 7 (4)

démontrer (4) » (1). Soit 8 ) . On vérifie

alors facilement gqu'il est de la forme (

c

1. . ’T

Un ordre maximal contenant 3 est de la forme ( jl R> , avec
7T "R R

a-m{c{a . On se convaint aisément qu'il existe au plus deux ordres

Maximaux contenant % , correspondant & c=a et c=a-m .

Notons N(8) GL(2,K) d'un ordre d'Eichler
1

N(G) = {x€GL(2.K) , x0x ~ =0}

le normalisateur dans

de M(2,K) . Par définition Snient
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02 les ordres maximaux contenant 3 . L'automorphisme intérieur associé

A

a4 un élément de N(3) fixe le couple (%, ,5,) . L'étude des idéaux
bilatéres des ordres maximaux a montré que les idéaux bilatéres d'un
ordre maximal sont engendrés par les éléments non nuls de K . On a donc
N(8) =K'0" si &
que ngﬂ ,Oa\lzec
K'Gﬁ et (ﬂn O) .

On vérifiera sans difficulté que le discriminant réduit d'un ordre

est maximal. Si 8

nY»1l . On voit alors que N(® ) est engendré par

d'Eichler est égal & son niveau.

L'arbre des ordres maximaux.

DEFINITIONS (Serre [3], Kurihara [1]). Un graphe X est la donnée
- d'un ensemble S(X)
Ar(X)

- d'une application : Ar(X) = S(X) X S(X)

dont les éléments s'appellent les sommets de X,

- d'un ensemble dont les éléments s'appellent les arétes de X

notée y = (s,s') ou s

s'appelle l'prigine de y et s l'extrémité de vy ,
Ar(X)

et telle que

- d'une involution de notée y 2 y telle que l'origine de vy

soit l'extrémité de vy
(1) y#y -

Un chemin d'un graphe X est une suite d'arétes (yl""’yi+l"")

telle que 1l'extrémité de Yy soit l'origine de pour tout i .

Yigl o
i+1
La donnée d'un chemin est équivalente & celle d'une guite de sommets

telle que deux sommets consécutifs soient toujours 1'origine et 1'extré-

(Yyreeeyy)
Y, d l'extrémité de Y,

mité d'une aréte. Un chemin fini est dit de longueur n .
(yi,yi)

dans un chemin s'appelle un aller-retour. Un chemin sans aller-retour,

Il joint l'origine de . Un couple

fini, tel que l'origine de y, soit l'extrémité de v, s'appelle un
circuit. Un graphe est connexe s'il existe toujours un chemin joignant

deux sommets distincts. Un arbre est un graphe connexe et sans circuit.

M(2,K) est muni
X . tel que les ordres maximaux soient

(8,68')

Nous voyons que l'ensemble X des ordres maximaux de
d'une structure de graphe noté
d'ordres maximaux de dis-

les sommets de X et les couples

tance 1 , les arétes de X .

LEMME 2.5. Soit ® un ordre maximal. Les ordres maximaux situés & une

distance n de 9

sont les extrémités des chemins sans aller-retour

d'origine 6 , de lonqueur n .

n'est pas maximal, on peut suppos::
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PREUVE : Soit 3' wun ordre maximal tel que d(6,6')=n ., alors

_ ' n
5 = End(e1R+e2R) et 8' = End(e1R+ezﬂ R) , pour un choix convenable
d'une base (el,ez) ide V . La suite de sommets (0.01,...,®i,...,0'
oi O, = End(e Rte,mR) , 1{i{n-1, est un chemin sans aller-retour

joignant ® & 6' , de longueur n .
Inversement soit un chemin de longueur n ) 2
PR
P n)

tels que

donné par une suite
de sommets. Il existe des R-réseaux L& SOL. 1 >L
i

3, = End(L,)
i i
aller-retour si

+

pour 0€i{n . Le chemih est s.

%ﬁ#LMQ pour tout 0§ i{n-2 . On a

N =2
Livo

est un k-espace vectoriel de dimension 2 . Donc,
L.T+L
i

et Ly /Lig”

T = T = {5 i ++
LiT+L, > =L, d'ou i+j+2"Li+l . pour tout i,3j Y0 , i+j+2

Donc Ib" ne contient pas Li pour tout i)l d'ou d(GO,G.)=i pour 1l
i

COROLLAIRE 2.6. Les_ordres maximaux forment un arbre.

Dessin de 1'arbre si le nombre des &léments de k est g=2

“n remarquera que l'arbre ne dépend que de la valeur de q
le iommets de l'arbre situés & une distance n
=

9 T(1+q)

fontenu dans

Le nombre

de 1'un d'eux est

C'est aussi le nombre des ordres d'Eichler de niveau RT"
M(2,R) .

EXERCICES

2.1 Soit 7 xX] 1le groupe libre engendré par les sommets de 1'arbre. O

définit des homomorphismes de z{x] en posant (Serre [3] p- 102)
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pour tout entier n YO0 :
£ (5) = D) 5 .
n da(%,%")=n
Vérifiez a 1l'aide de la description de l'arbre les relations :
= = + si nYy2 .
flfl f2+(q+l)fO ’ flfn fn+l qfn_l Z
= = = i . Montrer que les
On pose To fo . T1 fl . Tn fn+Tn_2 si n»2 ontr q

nouveaux homomorphismes 'I‘n vérifient pour tout entier n »1,

1'unique relation :

En déduire 1'identité
2,~-1
g 7 X" = (1-—T1x-+qx )
ny o
ol x est une indéterminée.

2.2 Le groupe PGL(2,K) opére naturellement sur 1l'arbre X des ordres
maximaux. A g€ GL(2,K) , 3€S(X) , on associe 1'ordre maximal

~1 | Montrer que 1l'opération de PGL(2,K) est transitive et que
PGL(2,K)/PGL(2,R) . Montrer que 1l'orbite d'un

PSL(2,K) est formée

g%g
S(X) s'identifie &
S € 8(X)

des ordres maximaux situés & une distance paire de 3 .

ordre maximal pour 1'opération de

2.3 On dit qu'un groupe G opérant sur un graphe
' g€G , y€ar(x)
opére sur l'arbre

PSL(2,K)

s'il existe tels que gy=y . Montrer que

PGL(2,K) X des ordres maximaux avec inversion,
mais que opére sans inversion.

3 ORDRES MAXIMALEMENT PLONGES

une algébre quadratiqu:
B de L sur

une algébre de quaternions, et L/K
H . On se donne un ordre
un ordre d'Eichler de H . On

Soient H/K
séparable sur K
R des entiers de K . Soit 3

est maximalement plongé dans § si
371 L=B . Un plongement maximal de B dans 3 est un isomorphisme £
de L dans 30 £(L) = £(B) . Nous allons chercher & détermir:

tous les plongements maximaux de

contenue dans
1'anneau

rappelle que l'on dit que B

H tel que
B dans O . Il est clair que 1l'on pev
3 par un ordre qui lui est conjugué : si H est un corps:
H=M(2,K)
est un automorphisme intérieur défini

3 dans H® , il est

remplacer
1'ordre maximal est le seul ordre d'Eichler, si on supposeres
nY0 . Si h

par un élément h du normalisateur N(8) de

que ’G>=®E . pour

clair que hf est aussi un plongement maximal de B dans O . Nous

X opére avec inversit

S'uUBY=H" si u€H
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allons montrer que le nombre des plongements maximaux de B dan:
modulo les automorphismes intérieurs définis par un groupe G ,
5'=GCS N(®) , est fini. On peut le calculer explicitement. Le rés
des calculs est plutdt compliqué si 9 a un niveau RT" , avec
11 ne sera pas utilisé, aussi nous n'avons donné le résultat com
si n€{ 1l . Toutefois les démonstrations sont faites dans le cas

on peut en exercice les conduire a terme, ou se reférer a Hijikat

DEFINITION. Soit L/K
uniformisante de K . On définit le symbgle d'Artin (#) par

une extension quadratique séparable. Soit

L -1 si L/K est non ramifiée,
& = {
T

0 si L/K est ramifiée.

DEFINITION. Soit B

ble. On définit le symbole d'Eichler (g)

est un ordre maximal, et égal & 1 sinon.

un ordre d'une extension quadratique L/K s

égal au symbole d'Arti

si B

Nous allons maintenant supposer que H est un corps de quaternio

On a le

THEOREME 3.1. Soient L/K une extension quadratique séparable de

B un ordre de L . Soit 3 1l'ordre maximal de H . Si B est u

maximal, le nombre de plongements maximaux de B dans © modulo

automorphismes intérieurs définis par un groupe G est égal 3 :
1 si G=0N(3)

1-(5 s oe=o

Si B n'est pas maximal, il ne se plonge pas maximalement dans

PREUVE : Soit f:L ? H
p. 34 implique que f

RL de
mal, il ne se plonge pas maximalement dans O . D'aprés I, p. 27,

m(L,G)

un plongement de L dans H . Le lemme !
est un plongement maximal de 1'anneau des ¢
L dans l'ordre maximal G de H . Donc si B n'est pas

maximaux de R dans 2 modulo G

nombre de plongements L

H d'un élément m’
m(L,N(8)) =1
est un élément de norme réduite 7T , on a
u€L , i.e. si L/K

¢gal au nombre de classes de conjugaison dans

mZ K , modulo G . Comme N(8)=H" , on a Comme

m(L,@') =1
m{L,3°) =2

si 1'on peut choisir est ramifié

sinon, i.e. si L/K est non ramifiée.

Nous supposons maintenant que H=M(2,K) . Le résultat analogue e:
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THEOREME 3.2. Soient L/K une extension guadratique séparable et B un
ordre de L . Soit ® un ordre maximal de M(2,K) . On peut plonger
maximalement B dans 3 et le nombre de plongements maximaux de B
dans © modulo les automorphismes intérieurs définis par ©° est égal

41 . Soit 8' wun ordre d'Eichler de niveau RT de M(2,K) . Le nombre

de plongements maximaux de B dans %' modulo les automorphismes inté-
rieurs associés 3 G est égal 3 :

{ Ooul si G=N(8)

1+(2) si e=or

Ce théoréme montre que B ne se plonge pas dans 3' si et seulement si

B est maximal et L/K
en suivant Hijikata [1]. Nous allons étudier en général les plongements

maximaux de B dans un ordre d'Eichler Sn .

DEFINITION. Si B est un ordre de L , il existe s€N tel que

B=R+Rb 7° , o0 R+Rb est 1'ordre maximal de L . L'entier s
B=B_ . L'idéal Rr°

de B .Si u{s, ona B,SB, . et 1'idéal RT

caracté-

s'appelle le conducteur
s-u

rise B , et nous poserons
s'appelle le conduc-

teur relatif de Bs dans Bu .

Soit f un plongement de L dans M(2,K) et soient g&€B , g¢R . On

note p(X) = X2-tX~Fm le polyndme minimal de g sur K , rRTY  le con-

ducteur relatif de R{g] dans B, et f(g) = (2 g) .

LEMME 3.3 (Hijikata [1]). soit 6 +n Y0 , un ordre d'Eichler de

M(2,K) . Les propriétés suivgntes_sont équivalentes :
(1) £ est un plongement maximal de B dans SB .

(2) r est le plus grand entier i tel gue (R+f(g))nN "lsn soit non

vide.
-r -Ir-ng . .
sont des entiers premiers

(3) Les éléments 7 'b , 7 f(a-a) , 7

entre eux.

(4) La congruence p{(x) =0 mod rT"*?T  Jdmet une solution x dans R
vérifiant : t=2x mod RT gt il existe u€ N(Gn) tel gue

-1 _ x nr -
uf(g)u ~ = (_p(x) ex) -
PREUVE : On notera fx(g) la matrice uf(g)u_l définie ci-dessus.
L'équivalence des propriétés (1), (2), (3) est facile et laissée

en exercice. Comme (4) implique (3) de fagon évidente, nous allons démon-

trer (3) @ (4). Si 7 Tb est une unité, posons u = (é :'rb) . Alors

non ramifide. La preuve de ce théoréme sera donné:
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-1 |
uf(g)u = fx(g) + O4 x est une solution dans R de la congruenc

n+2r -r

p(x) =0 mod R7 . Il s'agit donc de se ramener au cas ol 7w Yy
une unité. Si 7 T "¢ est une unité, on conjugue £(g) par (On i
m §
Sinon, on conjugue f(g) par (é i) ce qui remplace b par -(a+
r

qui est le produit d'une unité par 7 .

Nous avons donc un critére d'existence des plongements maximaux de

dans 9n - Nous allons maintenant compter ces plongements. Nous not:
= - - +

E={x€R, t=2x mod RT , p(x) =0 mod R7™ 2r} . Cet ensemble est int:

par (4) du lemme précédent.

LEMME 3.4 (Hijikata [1]). Socient £ , f'
: o o=
B dans On . Soit f——hnf , ou hn

o 001
indult par .
induit par ("n O)

deux plongements maximaux

est 1'automorphisme intérieur

(1) £ est éguivalent & f'
iguivalent & f£' ou "f'
N(GO) coincide avec 1'équivalence modulo @é

modulo N(3 ) si et seulement si f

n £
. 8i n=0, l'équivalence mog

modulo 8~
— n

(2) Soient =x,x'€E et fX , fx' définis comme dans le lemme précé
Alors fx est équivalent a fx’ modulo 96 si et seulement s

X =x' mod LERES .

(3 . -2r, 2 oLz

) 8i m (t"-4n) est une unité dans R (resp. n'est pas une uni

dans R alors fx est équivalent & nfx, si et seulement si x=t
r+n =

mod 7 (resp. x=t-x' mod pI*n et p(x')Z0 mod nn+2r+]) .

PREUVE : (1) est évident. (2) : si x=x' mog 7f™" . posons a=7 T(

R _,10 . -1 Coat

2t u—-(a ;) .« Alors uf€ Gn et ufx(g)u = (% . )= fx.(g) . Invers.

supposons que f_ est équivalent & £

%' modulo Gé . Comme tout é&1.

e 9; est triangulaire supérieur modulo 7% , si ué 5

- rl '

<X -1 ~ . .

7 (ufx(g)u -x) a la méme diagonale modulo 77 que 7w r(fx(g)--x
. = o n+r s -n-— .

lonc x=x' mod T . (3) si w770 er(x') est une unité, nfx,(g)
verifie la condition (3) du lemme précédent, donc est équivalent 3
t-x! TTr

17T E(x') %!

> . Aussi, d'aprés (2) £, est équivalent & nfx. modul

+ .
X=t-x' mod 7Y™ | 34

(1 b

“y Sl et seulement si 720 g (0 n'est pas

“ne unité, pour b€R , posons u=
+r

n -1 _
) . et u fx(g)u = (xij) .

M n _ . -n+ .
odulo 7 ; X,, = t-x n rf(x’) . Donc si

11 ’ xlzzb(le‘t)—ﬂ

T (2x" -t) 21,2

est une unité, ou de facon éguivalente si 7 an)
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sz - r . cyz
une unite, on peut choisir b de sorte que T Xio soit une unite, et

de nouveau (x, )
13

bqui y [(EX mt dulo 3' . Enfin

est équivalent a modulo a *
_n—rf(x.) %!

(t2—4n)

est engendré modulo T

1b
01

-n-2r -2r

ne sont pas des unités,
n

f(x') et w

alors si 1l'on remarque que 95

diagonales et des matrices de la forme (

supposons que 7
par des matrice:

) , on voit que pour tout

n

n'est jamais une unité donc f_,

uEG',siunfx.(g)u_l=(x. <

n ij
ne peut pas &tre équivalent a fX

) oeoxppT
modulo 3° .
n

Nous déduisons des deux lemmes la proposition suivante qui permet de

modulo le

compter le nombre de plongements maximaux de Bs dans Sn

groupe des automorphismes intérieurs induit par G==N(@n) ou 6 . Le

théoréme 3.2 en est une conséquence.

PROPOSITION 3.5 (1) B se plonde maximalement dans Gn si_et seulement

si E

n'est pas vide.

(2) Le nombre de plongements maximaux de B dans gn modulo les auto-

est égal au cardinal de 1'image &

morphismes intérieurs induits par 95
+ = . . -r, 2
E dans R/m" 2rR si Gn==@o est maximal, ou si 7 “(t"-4m) est une

unité. Sinon, ce nombre est la somme du cardinal précédent et du cardina!l

n+2r
de 1'image de F = {x€E, p(x)=0 mod AR S T R/T R .

PREUVE du théoréme 3.2. On suppose que 5=5_ est un ordre maximal.
N(8) =K*5"

phismes intérieurs induits par un groupe G , 8" C GC N(3)

Comme le nombre de plongements maximaux modulo les automor-
ne dépend pas
de G . Ce nombre n'est pas nul car E n'est pas vide. On déduit de (2)
que ce nombre est égal & 1 . On suppose que

B=R+RbT° , ol R+Rb

3:=Gl . On rappelle que

est l'ordre maximal de L . Si B n'est pas maxi-

mal, s¥1 ,alors x=0 est solution de la congruence

p(x) = x2-—t(b)”5x-fﬂzsn(b) = 0 mod RT2 . Comme le discriminant de ce
polyndme n'est pas une unité, 1'application de la proposition (avec
r=20) dans O

modulo les automorphismes intérieurs induits par 0% . Si B est un

montre qu'il existe deux plongements maximaux de B

ordre maximal, et si L/K est non ramifiée, E=f@ car les corps résidue
de L et de K sont distincts. Si L/K

le discriminant de p(x) appartient & R7T . Modulo TR , l'ensemble E

est ramifiée, n(b) ER'T , et

est réduit & un seul élément O , et F=g .

Le théoréme est démontré si G=93" . Pour l'obtenir quand G=N(%) , on
. . 01 ..
utilise que N(®) est le groupe engendré par %' et (g 0) . Les matr:

0 1 (& ol

ces (__ ) et (g 0 ")  sont conjugquées modulo N(3). Ceci implique
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que le nombre de plongements maximaux de B dans 3 modulo les aut

phismes intérieurs de N(8) est égal 4 Oou 1 .
On remarquera que si le niveau de l'ordre d'Eichler ©

est assez p
c'est-a-dire si 1l'entier n

est assez grand, Gn ne contient pas de

racine du polyndme p(x).

On trouvera des calculs analogues & ceux faits ici dans les articles
les formules explicites de traces : Eichler [13] a [20], Hashimoto [
Oesterlé [1], Pizer [l] a [5], Prestel [l], Schneider [1], Shimizu [
a [3], Vignéras [ 1], Yamada tL].

EXERCICE

3.1 Utiliser la démonstration de la proposition précédente pour démo
que si B est un grdre maximal d'une extension quadratique sép:

L/K , alors B
de M(2,K)

ne se plonge pas maximalement dans un ordre d'E
de niveau RT™ , si my2 .

4 FONCTIONS ZETA

Ce § est préliminaire au chapitre III : il ne comporte pas de théoreé:

mais les définitions et les calculs préparatoires qui faciliteront
ensuite 1'exposition et la démonstration des résultats des prochains

chapitres, démontrés par des techniques adéliques. On y trouve la déi

nition des fonctions z&ta locales au sens de Weil [1],

des mesures,

la normalisat:
certains calculs de volumes ou d'intégrales dont on aur:
besoin plus tard.

DEFINITION. Soit X un corps local K ou une algébre de quaternions
H/K ne contenant pas R . Soit 8
R de

A N (I) = cara(s/1).

un ordre de X contenant 1'anner

de valuation K . La norme d'un idéal entier I de 8 est éc

On vérifie facilement la relation N, = Nan . Par multiplicativité,

definit la norme des idéaux fractionnaires. On a avec cette définitic

Ng (RT) = Card(R/RT) = Card(k) = g
N (B) Card(3/%u) = q2 + si H est un corps,
H =

Card(8/0m) = g% | si H>m(2,K)

P4 P est 1'idéal bilatére entier maximal d'un ordre maximal

La norme d'un idéal principal Oh
1"idéal 1o

8% de
est naturellement égale & la norme
D'aprés le Corollaire 1.7 et le théoréme 2.3, on a le




48

\EMME 4.1. Le nombre des idéaux entiers & gauche (3 droite) d'un ordre

., nY0 , est égal 3

aximal de H de norme qn

est un corps

1 si n est pair
{ , si H

O si n est impair
1+q 4.+ g , si H>M(2,K)

JEFINITION. La fonction z&ta de X=H ou K est la fonction complexe de

rariable complexe

¢ (s) = & N(1)°°%
X(S B

N R . '
>0 la somme porte sur les idéaux entiers I & gauche (& droite) d'un

rdre maximal 8 de X .

.e lemme 4.1 permet de calculer explicitement GH(s) en fonction de

IK(s) . Nous avons

;K(s) - T -ns _ (l—q_s)_l
n)0
;H(s) = § q—zns = CK(ZS) , si H est un corps
ny0
(s) = T Eog¥ms o p oz @2AMYs J o sy (2s-1)
H n% o{d¢n ayo 4o

si H™>M(2,K) .
)n a donc la

"ROPOSITION 4.2. La fonction z&ta de X=K ou H est égale a :

k(8) = (1-g7$)7!
CK(ZS) , si H est un corps,
ule) - { i = M(2,K)
QK(2S)CK(2S—1) , si H = .

[1 existe une définition plus générale des fonctions zé&ta valable pour
(PR . L'idée de ces fonctions z&ta vient de Tate [1], pour les corps
ocaux. Leur généralisation aux algébres centrales simples est due &
sodement [ 1] et & Jacquet-Godement [1]. Le point de départ est de remar-
juer que les fonctions z@ta classiques peuvent aussi se définir comme

'intégrale sur le groupe localement compact X' de la fonction caracte-

ristique d'un ordre maximal, multipliée par X(x) = N(x)" S, pour une
‘ertaine mesure de Haar. Cette définition se généralise alors a celle de
fonction z&ta d'une fonction de Schwartz-Bruhat, et d'un quasi-caractére.
2t s'étend naturellement au cas archimédien. C'est ce que nous allons
faire. Nous sujvrons le livre de Weil [1], auguel on peut se réferrer

. .
~mne mlae Aa Aataile
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DEFINITION. Soient G

G . Pour tout isomorphisme a de G , soit

un groupe localement compact et dg une mesure
d(ag) 1a

f(g)dg = g f(ag)d(ag) , pour
G

de Haar sur

mesure de Haar sur G définie par

toute fonction mesurable f sur G . Le facteur de proportionalité dc

ces deux mesures flall = d(ag)/dg s'appelle le module de 1'isomorphisn

On vérifie sans peine :

(1) vol(az) llallvol(z) , pour tout ensemble mesurable 2zZ<G ,

1]

(2) llall.llbll = llabll , si a , b sont deux isomorphismes de G ,

ce qui démontre que le module ne dépend pas de la mesure ayant servi a

sa définition.

DEFINITION. Le module d'un élément x€ X" , notéd ”X”x est le module
commun des deux isomorphismes de multiplication & gauche, ou a droite
Nx(x) de x est l'inverse du module.

dans X=H ou K . La norme

le module au sens usuel d'un élément
x€X" ,

Notons dans R ou € par [x!
On vérifie immédiatement les propriétés : si

1

HxllR = x|, llxlly, = Ixl2, Il = m, ()77 = Nx(ssx)“ si XZR .

Nous allons maintenant normaliser des mesures sur X , X°

DEFINITION. Si

t¢lle que le volume d'un ordre maximal 8

XZR , on note dx ou dxx la mesure de Haar additiv

soit égal 4 | . On note dx

U dxy  la mesure de Haar multiplicative (l—q_l)_IHxU£ldxx .
LEMME 4.3. Pour la mesure multiplicative dx- , le volume du groupe de
inités B° d'un ordre maximal 8 de X est donné par :
vol(R*) = 1 ,
. . -1,-1 -2 . , , .
©0l(37) = (1-q ") 7 (1-g° ) , ol 3 est 1'anneau des entiers d'un corp:
Z2_quaternions H/K ,
2

“0l(GL(2,K)) = 1-q “ .

PFREUVE : Supposons que X est un corps. Soit M 1'idéal maximal de @&

Pour la mesure additive dx , on a 1'égalité

vol(R°) = vol(B) -vol(M) = 1-llxil = 1-N(x)"! = 1 - card(B8/7M)
{l—q_l si X=K
1-g7% si X=H.

le volume de 8°

“4 . . .
* #° pour la mesure additive

pour la mesure multiplicative dx° est &gal au volun

(1-q_1)_ldx On en déduit le lemme,
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X est un corps. On suppose maintenant que X = M(2,K) . (0) %2 , si X=R ,

. . o L ' 2xx , si X=c ,
L'application canonique : R - k induit une surjection de (1
GL(2,R) sur GL(2,k) . dont le noyau 2Z est formé des matrices congruc (2)' 2n(x) , si X=H ,
4 1l'identité modulo 1'idéal RT . Le nombre d'éléments de GL(2,k) est (3)" E Xi , si X=M(2,R) ,
égal au nombre de bases d'un k-espace vectoriel de dimension 2 , soit e =

-4 ) X, , . - , .

(qz—l)(qZ—q) . Le volume de Z pour la mesure dx est vol(RTT)4 =q . (3) X% xi X=M(2,¢)

Le volume de GL(2,R) pour dx° est donc égal au produit

1.-1 5 On posera :

- 2 - - -
q 4(q —1)(q2—q)(l-q ) = 1l-q . t - s
2,(s) = § explm 7 (%)) xS ax
LEMME 4.4. On _a : X
. _ LEMME 4.5. On_a
. CK(S) , si X=K,
= N dx* = ~1.- -s/2
Zy(s) Sﬁ * * Cn(s)_ (1-g =1 | si X=H est un corps, Zgls) = w7 s/ T(s/2)
CK(Z) 1 . s1 X=M(2,K) . ZC(S) = *(217-)_5 I‘(s)

PREUVE : Le nombre d'éléments de 8 modulo 8° , de norme qrl , nyo0 .

o ) n o, (s-1} , si H est un corps,
est le nombre d'idéaux entiers de 8 de norme q . L'intégrale est ZH(S/Z) = *ZK(S) ZK(S-l)_

1 . si H=M(2,K)

donc égale a
o0 * est une constante indépendante de s .

CX(s) vol(8 ) .

La fonction $_(s) est donnée par la proposition 4.2. la preuve est laissée en exercice. Si X=M(2,K) on utilisera la déc

X
position d'Iwasawa de GL(2,K). Tout élément x€ GL(2,K) s'écrit de

DEFINITION. Soit dx la mesure de Lebesgue sur R . Soient X-2R , et fagon unique

(ei) une R-base de X . Pour x = Z xieié X , on note Tx(x) la trace

commune des R-endomorphismes de X donnés par les multiplications par Y t

02U y,ZEIR+ , t€K , uf€uUu

X a gauche et 3 droite. On note dxX la mesure de Haar additive sur
. Si

+tt)).

telle que ou U est le groupe formé des matrices y vérifiant ‘“yy-=
K

1
n={K:R] , la fonction a intégrer est (yz)'2nS exp(—nﬂ(y2+z2

X
. . . . -1
On note dx, la mesure de Haar multiplicative HXHX axy -

axy = last(my(e;e ) /% nax,
DEFINITION. L'espace de Schwartz-Bruhat S de X est

les fonctions indéfiniment différentiables, a décroissance rapi

PP P . . o s si >
On vérifiera que la définition ci-dessus est donnée explicitement par S = X-R
(0 dxc . Xm dx2 et ox = x1-+ix2 ) Xie R, ' les fonctions & support compact, localement constantes, si X7
c Un guasi-caractére d'un groupe localement compact G est un homomorpl
= .. , i = + i + 3 + idx , X.E€R : s

(2) axy = 4 ax ...dx, S1 X = Xy +1Ix, +Ix 413X, i continu de G dans C . Si ses valeurs sont de module 1 , on dit que
X, % c'est u S

(3) ax =1 (dx,) . si ox=[ 1 72\€ M(2,K) , K=R ou C N caractere.

M(2,K) 1'K

Xy Xy

Par exemple, les quasi-caractéres d'un groupe compact sont toujours de
Caractéres.

U v . Y
1 exemple de quasi-caractére sur X est : x = Nx° . C'est un caracte

On note tx la transposée de x dans une algébre de matrices. De fago

explicite le nombre réel Tx(tx x) est égal &

s . . L
! et seulement si s est lmagrnalre pur. Les quasi-caractéres de H~
5- -

Nt triviaux sur le groupe de ses commutateurs. D'aprés (I.3.5, p. 14

1 . ,
groupe des commutateurs de H° est eégal au groupe H1 des quater:
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de norme réduite 1 . Tous les quasi-caractéres de H sont de la forme

XH = XK°D
est un quasi-caractére de K .

ou XK

DEFINITION. La fonction zéta d'une fonction £ de 1'espace de Schwartz-

Bruhat et d'un gquasi-caractére X est l'intégrale :

2, (£,%) = Sx_

® ge X

£(x) x(x) ax” .

La fonction canonique est :

la fonction caractéristique d'un ordre maximal, si XZR
P =
exp(-7 Tx(tix)) , si X°R .

Alors les fonctions Zx(s) des lemmes 4.4 et 4.5, sont égales a

-s
ZX(‘?,NX )

Nous allons clore ce § par la définition des mesures de Tamagawa, noticr

plus ou moins équivalente & celle de discriminant. On choisit sur X u

caractére wx

- ¢R(x) = exp(-2iTx)

appelé un caractére canonique, défini par les conditions

- ¢K.(x) est trivial sur l'snneau des entiers Ry, =R' et Ry, est auto-
dual par rapport & wK' , si K' est un corps premier non archimédien.
- p(x) = ¥ 0T (x) , si K' est le sous-corps premier de K .

On verra dans l'exercice 4.1 la construction explicite de &K. .

L'isomorphisme x = (y ° ¢X(xy)) entre X et son dual topologique per-

met d'écrire la transformation de Fourier sur X ainsi :

£0 = { £y) o) ay
X

ot dy==dxy est la mesure additive sur X normalisée précédemment. Le

* N . .
mesure duale est la mesure d y telle gue la formule d'inversion sul-

vante soit vérifiée

£6) = £ (y) dyloyx) a'y .
X

DEFINITION. La mesure de Tamagawa sur X est la mesure de Haar additiv

sur X , autoduale pour la transformation de Fourier associée au carac-

tére canonique Yy -

LEMME 4.6. La mesure de Tamagawa de X est la mesure dx si K'=R
-1/2 N

Si K'#R , la mesure de Tamagawa est la mesure Dy / dx , ou Dy est

le discriminant de X c'est-a-dire :
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, -1
=
Dy \det(TX(eiej))HK.

est une R'-base d'un ordre maximal de X .

ol (ei)

PREUVE : Si K'=R , la définition globale de dx nous montre qu'el

est autoduale (i.e. égale a sa mesure duale) pour ¥y - Supposons do
K'#R et choisissons un R'-ordre maximal que nous notons B . Nous

notons @ sa fonction caractéristique. La transformée de Fourier de
est la fonction caractéristique du dual B" de B par rapport & la

trace. De la méme fagon, le bidual de B étant égal a B , on voit «

.e * . _
¥ = vol(B )@ . La mesure autoduale de X ) 1/zdx
Si (ei)

. ) - ..
rar Tx(ei,ej) 0, si i#3j et

est donc vol(B

est une R'-base de B , notons (e;) sa base duale définic

) TX(eie;) = 1 . La base duale est

R'-base de B . Si e*¥ =2 aj; € - soit A la matrice (ai.). on :
vol(B¥*) = Hdét(A)HK, vol(B) = dét(A) pour la mesure dx . D'autre p:
il est clair que dét(Tx(eiej)) = dét(A)_l . On a donc

~ol(B) = Hdét(Tx(eiej))H;} . Nous avons par la méme occasion démontre

gue la mesure duale de la mesure dx est D;Idx .

LEMME 4.7. Les discriminants de H et de K sont reliés par la rela

D, = (d(6))?

4
H DK NK
est le discriminant réduit d'un R'-ordre maximal

ma o d(s) 3 dans

PREUVE : Avec les notations du §1, ona o = {h€H, t(h3)=R} , d'ol

n déduit facilement que

. R’ si H=M(2,K)
(3:{*-1 .
R u si H est un corps.
* -1 2,.*-1 2 4 2
. - = = ¢! = G .
9na D= vol(® ) = N, (% 7) = N nT(R )N (d(B)) Dy Np(a(e))

REMARQUES 4.8. Si

itscret. On le munit de la mesure qui assigne & chaque élément sa pro

K'#R , le groupe des modules X'l est un groupe

aleur.
'ans tous les autres cas, les groupes discrets qui seront considérés
l»s chapitres suivants seront munis de la mesure discréte qui assigne

haque élément la valeur 1.

Yesures compatibles. Soient Y , Z , T des groupes topologiques muni
‘e mesures de Haar dy , dz , dt et soit une suite exacte d'applicat

ontinues :

1 -y Hzdt o
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On dit que les mesures dy , dz , dt sont compatibles avec cette suite,

ou encore que dz = dy dt , ou dy = dz/dt ou dt = dz/dy si pour tou-

f telle que les intégrales ci-dessous aient un sens, on ait

S f(z)dz = S dt S
T

Z

fonction
1'égalité :
f(i(y)z)dy ., avec t = jl(z) .
Y
Cecli nous permet connaissant deux des mesures, et la suite exacte, de

définir une troisiéme mesure par compatibilité. Une telle construction

sera trés fréquemment employée. Mais il faut &tre prudent : la troisiém:

mesure dépend de la suite exacte. Donnons un exemple. Soient Xl le
noyau du module, et X1 le noyau de la norme réduite. On les munit
naturellement de mesures déduites des mesures normalisées plus haut, et
de la suite exacte que leur définition suggére. On note ces mesures

dxl et dxl . Ces mesures sont différentes, quoique que les ensembles

Xl et Xl puissent &tre égaux. On verra ceci sur les calculs explicit
de volumes dans les exercices de ce chapitre. Si K'#R , on remarquera
que dxl est la restriction & X, de la mesure dx° , comme il est
naturel.
EXERCICES.
4.1 Montrer que les caractéres suivants &K sont des caractéres cano-
niques (p. 52).
. . | s -m
Si K==Qp o (x) = exp(2iT{x?) ol (x> est 1l'unique nombre ap ,m:

rationnel compris entre O et 1 tel que x-<{x?€ Zb . 1'anneau des

entiers de Qn .
-1

Ssi K:=Fp[[T]] , wK(x) = exp(2im{x)) ou (x> = a_,p si
x =z ai’I‘i , 04 ai( p .
Si x€Q , on note ¢p(x) = $Qp(x) soet P (x) = Yp(x) . ou

wR( = exp(-2iTx) est le caractére canonique de R . Montrer qur
P

x)
B e

4.2 Calculs de volumes. Avec les mesures définies par compatibilité a

partir des mesures canoniques (Remarque 4.8), démontrer les for-

mules

2

1
vol(Rl) =2, Vol(cl) = 2m , vol(Hl) = om? , vol(H™) = 47~ .

2vol(H1) = vol(Hl)

(Remarque 4.8) quoique les ensembles Hl et Hl

pour les mesures choisies

soient les mémes

On remarque qgue

. , R - 2 -
On fera le calcul en évaluant 1'intégrale S e n(h) n{h)“ 4 dh/nt:

H

définit sur @ un caractére égal au caractére trivis
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R R

m
P R R,
l'ordre d'Eichler canonique de niveau Rpm avec m# 0 , dans

4.3 Volumes de groupes dans des ordres d'Eichler. Soient @m = (

M(2,K) , avec K non archimédien et p une uniformisante de K
On pose
Mmool o e
Totph) = ST SL,(R) % 2
T UL T m = (1 5 M
1P = {x€T (p7) , x= (5 |) mod 9P }
T(p™ ={x€T (p™ x= (1Y moa o p™}
P 1 . 01 o .

On choisit sur X = K, H, M(2,K) 1la mesure de Tamagawa D;l/zdx

et sur X' la mesure lx!7% D;l/zdx , cf. Lemme 4.6 et Remarque

4.8. Vérifier le formulaire suivant:

Formulaire.

1 1-m

= 032 (1-wp™ ) (wpr1) T wp

K
-3/2
K

m
vol(ro(p ))

2m

D Np

Vol(rl(pm))

vol(D(p™)) = D;3/2 Np—3m

ou Np est le nombre d'éléments du corps résiduel k de K .

Si %= Go est un ordre maximal d'une algébre de quaternions H/K
on a B
1 -3/2 - I(Np-l)_l , si H est un corps
vol(GQ) = Dy (1-Np 7). |
1 , si H=M(2,K) .

4.4 (Pizer [3]). soit (Lnr,p} le corps de quaternions sur K ,
unique & isomorphisme prés. Il admet la Lnr-représentation
suivante :

a b N . .
= = E
H {Lnr'p} {(pb a) , a,b Lnr} , o0 p est une uniformisante d

K et Lnr/K quadratique non
ramifiée.

On note simplement les matrices ci-dessus la.,b]. On appelle ordre

canonigue de niveau Rp2r+l , 1'ordre

®ortr = {la.p™] , a,b€ RL} , o0 R est l'anneau des entiers de

L

Vérifier que 9% est effectivement un ordre, et soit directeme

2r+1
soit sur les discriminant que Gl est l'ordre maximal.

Vérifier qu'un ordre ©® est isomorphe a 92r+1 , pour un ryo ,

si et seulement s'il contient un sous-anneau isomorphe a RL .
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Montrer que si [a,b] € 6, ., il s'écrit [a,p] = la',pp'].[1.c) CHAPITRE IL1

o c=b/a mod p° et a',b'€ R .

. . . . _ 2r
En déduire que [91 '92r+l] = Np .

En déduire que le volume de G; pour la mesure de Tamagawa est

ALGEBRES DE QUATERNIONS SUR UN CORPS GLOBAL

égal a :

1 1-m

'3/2(1—Np‘2)(Np—1)' Np , my1l .

K

Cette formule est une généralisation naturelle de celles donnees

(Gl) vous désirons dans ce chapitre donner les résultats fondamentaux des
vol = D
m

algébres de quaternions sur un corps global. Ce sont : le théoréme de
classification, le théoréme d'approximation forte pour les quaternions
dans le formulaire. de norme réduite 1 , les calculs des nombres de Tamagawa, les formules

de traces. Nous allons les obtenir avec des méthodes analytiques. Le

point-clé est 1'équation fonctionnelle des fonctions zta adéliques.

médien, et H/K une algébre de quaternions. On pose X=H ou K . . et
Mont 1 groupes compacts maximaux de X' sont les vous commengons par rappeler la notion fondamentale d'adele.
ontrer que les sous- :

T es d'unités B° des ordres maximaux B de X .
grote ! ADELES

Nous conseillons au lecteur familier avec la notion d'adéle de lire

directement le §2; et de ne consulter ce § qu'au fur et 3 mesure de ses
r2soins.

DEFINITION. Un corps global K est un corps commutatif qui est une

extension finie K/K' d'un corps, appelé son sous-corps premier K',

¢gal & 1'un des corps suivants :
- @0 le corps des nombres rationnels,
-~ Fp(T) le corps des fractions rationnelles en une variable T

r

@ coefficients dans le corps fini Fp , ol p est un nombre premier.

Si K2Q , on dit que K est un corps de nombres. Si KZDFP(T) , on
dit que K est un corps de fonctions.

DPEFINITION. On considére 1'ensemble des plongements 1i:K 2 L dans des
corps locaux L tels que l'image i(K) de K soit dense dans L .

Deux plongements i , i' sont dits équivalents s'il existe un isomor-
phisme f£:L - L' des corps locaux qui interviennent dans leur définitio
tel que i'=fi . Une classe d'équivalence s'appelle une place de K .

Cr la note usuellement v , et l'on note iv : K™ Kv un plongement dense
de K dans un corps local Kv représentant la place v . On distingue

les places archimédiennes ou infinies telles que KV contienne un corps

isomorphe &4 R , des autres places, appelées places finies.

OTATIONS. On fixe des représentants i, :K* K  des places v de K.
. considére alors que K est contenu dans chaque KV . On note V 1l'en-
semble de toutes les places, o 1'ensemble des places infinies, et P

I"ensenble des places finies. On reconduit aux corps locaux K  les
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s s . 1
léfinitions du chapitre II, avec un indice v . Si S est un ensemble

ini de places de K , tel que 52« , on note
R = N

(s) v¥s

L'anneau des éléments de K , entiers aux places n'appartenant pas a
>'est un anneau de Dedekind. On note si K est un corps de nombres

(R, N K)
v

=R . C'est 1'anneau des entiers de K . Si v€pP , le cardinal du

est noté Nv . On 1l'appelle la norme de Vv .

corps résiduel kV

IXEMPLE : Places de @ : une place infinie, représentée par le plongemer-

raturel de @ dans le corps des nombres réels ; des places finies,
représentées par les plongements naturels de
D . pour tout nombre premier p .
1 i ini iées aux polyndme:
Places de F_(T) : uniquement des places finies, assocC
i rréductibles, et & ! , cf. Weil T1]. L'ensemble des éléments de K

i i 3 . L'ensemble
ijont 1'image appartient a RV , pour tout v€V est le L'e .
jes éléments de K dont l'image appartient a R, . pour tout Vv ,
on associé a T ! , est égal & FP[T] . Les polyndmes irréductibles

initaires sont en bijection avec les idéaux premiers de FP[T] .

DEFINITION. Soit H/K une algébre de quaternions. Une place v de K
se ramifie dans H si le produit tensoriel (sur K) Hv==H§9KV est un

corps.

EXEMPLE. Si la caractéristique de K est différente de 2 , et si

H={a,b} , définition I.1 (3), une place v de K se ramifie dans

{a,b} si et seulement si le symbole de Hilbert (a,b), de a,b dans

K est égal & -1 , d'aprés II.l.1 . Ceci fournit un moyen rapide pou:
v

obtenir les places ramifiées dans {a,b} .

On remarquera que la définition de ramification est bien naturelle.

D'aprés II.1 p. 39, .les places ramifiées de K dans H sont les plac®

v de K telles gque HV/KV est ramifiée.

LEMME 3.1. Le nombre de places de K ramifiées dans H est fini.

PREUVE : Soit (e) une base de H/K . Pour presque toute place finie
le réseau engendré par (e) sur R, est un ordre (cf. ch. I, §5) de
discriminant réduit d4,=R_ . On déduit de II, que HV=M(2,KV) et

Rv[e] est un ordre maximal presque partout.

DEFINITION. Le produit des places finies de K ramifiées dans H

s'appelle le discriminant réduit de

S

@ dans les corps p-adiqus:

H/K . Si K est un corps de nom’’

59

il s'identifie avec un idéal entier de 1'anneau des entiers de K . On

le note 4 ou dH - C'est un élément du groupe libre engendré par P

L'ensemble des places de K ramifiées dans H qui joue un rdle fonda
mental dans la classification est noté Ram(H). On notera parfois

Ram H , Rame l'ensemble des places infinies, finies ramifiées dans |

Considérons la situation ol pour toute place vEV est défini un grou
localement compact GV + et pour toute place v n'appartenant pas a u

ensemble fini SCV un sous-groupe compact ouvert CV de GV

DEFINITION. Le produit restreint GA des groupes localement compacts
G, Par rapport aux SOUS-groupes compacts c, est égal a :

G, ={x=(x)€T1] ¢ , x €c p-p.} .
v v v v

vEv
ol p.p. signifie pour presque toute place v¥¢S ., On munit GA de 1:
topologie telle qu'un systéme fondamental de voisinagesouvertsde 1'unit
est donné par les ensembles :
TET U, » U,=C, s p.p. et U
vly
On trouvera 1'étude de ces groupes dans Bourbaki [3]. on démontre que

voisinage ouvert de l'unité dans Gv .

GA est un groupe topologique localement compact, et ne dépend pas de

Cette situation se présente si G est un groupe algébrique défini sur

K . Alors Gv est l'ensemble des points de G a valeurs dans KV , et

Cv 1'ensemble des points de G & valeurs dans RV est d2fini pour v
n'appartenant pas a4 un ensemble fini de places S>3« . Le groupe GA
s'appelle le groupe des adéles de G . Voici quelques exemples :

1) L'anneau des adéles de K . On choisit :

G =K, S=eo , C =R .
v v v v

Le groupe adélique correspondant s'appelle 1'anneau des adéles de K .
Il est aussi le groupe des adéles du groupe algébrique induit par le

3roupe additif de K . On le note A ou KA .

2) Le groupe des idéles de K . On choisit :

G =K’  , S=» , C_=R' .
v v v v

Le groupe adélique correspondant s'appelle le groupe des idéles de K .
C'est le groupe des unités de A » avec la topologie induite par 1le
plongement x - (x,x_l) dans AXA . Il est aussi le groupe des adéles
iu groupe algébrique induit par le groupe multiplicatif de K . On le

“ote A" ou K: .
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3) Les groupes adéligues définis par H . On choisit

= > =6 ,
a) G, HV,Soo,s#;zS.cV v
ol 8 est un ordre de H sur l'anneau Rigy + et GV==98)RV . le
produit tensoriel étant pris sur R(S) .
On définit ainsi 1'anneau des adéles de H , que l'on note H, . Il est

A

4gal & A®H , ol le produit tensoriel est pris sur K .

=H" =3
b) G, =H, ., §2= , SFF , C =37,

on définit le groupe des unités de HA , noté HA .

1
c) 6,=H, (ou H

1
= =0
v’1) ,s:m,s#;zs,cv GV v, 1"

ol xl (ou Xl) désigne le noyau de la norme réduite (ou du module)
dans X . On définit les groupes adéliques Hi (ou Hy e

Tous ces groupes adéliques sont aussi des exemples de groupes des adéles

de groupes algébriques.

Morphismes. On suppose que l'on s'est donné un autre produit restreint

G! de groupes localement compacts G; par rapport & des sous-groupes

cémpacts C; . On peut supposer que l'ensemble S8'&V tel que pour
vgs' C, soit défini, est égal & S . On suppose que l'on a défini
pour toute place v €V un homomorphisme fv: Gv d G; tel que si vfs,
fv(Cv)CfC¢ Alors la restriction de va a GA définit un morphisme d=
GA dans GA que 1l'on note fA . Si les applications fv , vEV , sont
continues alors f est continue.

A

EXEMPLE. On définit ainsi la trace réduite t, :H, *> A , et la norme

A A
n_:H 2 A" .

réduite A A

On suppose que G' est un groupe, d'unité 1 , et que pour toute place

vE€V , on a défini des homomorphismes £,: G, = G' tels que fv(Cv)=J
p-pP. On peut alors définir dans G' 1le produit
£(x) = TT £(x,) , si x=(x)€6C
A veEy vV Vv v A
EXEMPLE. On définit ainsi la norme N, et le module ”'”A dans H,
et A" .
NOTATIONS. On convient de considérer G, plonge dans GA en 1'identi-

fiant canoniguement avec TT- lw>(Gv , ou 1w est 1l'unité de Gw ,
wFEV

w€V . Quand G est le groupe des adéles d'un groupe algébrique aéfir:

A

sur K , le groupe GK

vE€V , or choisit un plongement de Gy

est le groupe des points de G

Pour toute place dans

3 valeur dans -
G, ,noté
v
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Pour presque toute place 1T i qéf
vy Vv
X=XK=H ou K , et

iv(GK)C:Cv » donc 1'application

un plongement de G dans G

K A

YV==GV ou Rv : P.pP.

Nous posons

Quasi-caractéres. On rappelle qu'un quasi-caractére d'un groupe localer

compact est un homomorphisme continu de ce groupe dans €° . Soit ¢
v . A
quasi-caractére de G, - Par restriction a G, » il définit un quasi-

caractére wv de G, - On a naturellement la relation :

n

(%) = \E} ¥ (x,) si ox = (x)€G, .

Pour que le produit converge dans C°
;v(cv) =1 p.p. En effet, si cette propriété n'était pas vérifiée, on

pourrait trouver CVE C, tel que lwv(cv)-l! >1/2 , p.p. et le produi

ne convergerait pas pour les éléments

il est nécessaire et suffisant «

X t =
els que X,=¢, P-p. On a

lonc démontré :

LEMME 3.2. L'application wA - (¢v) est un isomorphisme du groupe des
guasi-caractéres de G, sur le groupe {(wv) ;Y

v
3, @v(CV)= 1, p.p.} .

guasi-caractére de

“ous pouvons appliquer les résultats locaux du chapitre précédent aux
quasi-caractéres de X, .- Soit ¢A = 1T ¥
“
vev

vanoniques locaux (exercice II.4.1); le produit est bien défini car

v 1€ produit des caractéres

~V(YV) = 1., p.p.}. Le lemme précédent montre que tout caractére de XA

PRe

if- de la forme x = bplax) . a = (a,)¢ X, et a €Ker($ ) p.p. .
“omme Ker(¢v) = YV ;» P.p. on en déduit que a€A . Donc X
fual. En se ramenant d'abord au cas ol X=Q ou F (T)
p
est trivial sur

K/X  est X » cf. weil [1].

est auto-
est un corps

rremi f e )
ftemier, on verifie que bA XK » et que le dual de

YROPOSITION 3.3. X, est auto-dual, et X, est le dual de xA/xK .

- . P R N

~2us allons maintenant donner les théorémes principaux des adéles X
o XA . Ces théorémes sont encore vrais si X
fimple sur

est une algébre central:
K . La démonstration dans le cas particulier que nous trait
“?une une bonne idée de la démonstration dans le cas général (Weil [1])

THEOREME FONDAMENTAL 1.4. Adéles. 1) XK est discret dans X
5t _com A
-2t _compgct.

é)

et thg

(th. d'approximation). Pour toute place v , XK+-x est dense _dans
v
A

X
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est discret dans XA .

2) (formule du produit). Le module est égal a 1 sur Xk .

Idéles. 1) Xk

3) (th. de Fujisaki [1]). S8i X est un corps, l'image dans XA/Xk de
l'ensemble
Y = {xEXA O(m\(llx”A\( M} , m,M réels,

est compacte.

-
=

est un corps de nombres,
existe un ensemble compact C de XA tel gue XA = Xg X, Cc .

4) Pour toute place Vv , infinie si K

|

PREUVE : Adéles. 1) Montrons que X, est discret dans X, . I1 suffit
n'est pas un point d'accumulation de XK . Dans un

0 , les seuls éléments possibles de X,

de vérifier que O
voisinage suffisamment petit de
sont entiers pour toutes les places finies : donc en nombre fini si K
est un corps de fonctions, et appartiennent & Z si X=Q . Dans ces
deux cas, il est clair gue O ne peut pas &tre un point d'accumulation.
On a le méme résultat pour tout X , car X est un espace vectoriel de
dimension finie sur @ ou un corps de fonctions. Le groupe dual d'un

groupe discret est compact : donc XA/XK , dual de XK est compact.

2) Théoréme d'approximation. On montre gu'un caractére de XA trivial

sur XK

trivial sur XK

est déterminé par sa restriction a X, - En effet, un caractére

est le

et sur X est de la forme x Q&ax) ol %&

caractére canonique, avec a dans X, et ¢V(axv) =1

x. €X . Ceci implique a=0 , et le caractére Q&ax) est trivial.
v v

pour tout

Idéles. 1) Montrons que Xk est discret dans X; . Il suffit de voir

A
que 1 n'est pas un point d'accumulation. Une suite d'éléments (xn)

de Xﬁ
gent vers 1 . Il suffit que (xn)

XK dans XA

-1
i i ver-

converge vers 1 , si et seulement si (xn) et (xn ) con
converge vers 1, donc que 1 soit

un point d'accumulation de . Ce n'est pas possible d'apres

le théoréme des adéles.

un élément de XK sy pour montrer que le

Formule du produit. Soit x

module de x est égal & 1 , il faut et il suffit de vérifier que le
<

Y XA

une mesure de Haar quelconque. On a :

S w(x_ly)dy = S ( g
XA XK\XA z
S ' L o@(zy)dy = vol(Y)

€

XK, 2K

volume d'un ensemble mesurable est égal au volume de XY , pour

-1 .
vol(xY) ©{zx “y)dy
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ou ¥

XK\XA et la mesure discréte sur
X, + Prenant la valeur | sur chaque élément de X -

est la fonction caractéristique de Y , ou dy est la mesure

déduite par compatibilité avec dy

Théoréme de Fusijaki. Un ensemble compact de XA

{x€x, . (xoxh) €exc)

est de la forme

pour deux compacts C et C' de X, - Pour x élément de Y , i.e.
0<m(lixl M
on cherche a élément de Xg tel que xafC et a lxt<c . on

choisit dans XA un compact C"

de volume suffisamment grand, supér

3

-1
vol(XA/Xk) Sup(m ~,M)

1

de sorte que les volumes de x C" et C"x soient strictement supér

au volume de XA/XK . On pose alors C = C"-C" = {x-y/x,y€cC"} . C'e
un compact de XA (x,y) = x-y
11 existe a,b€ Xy tels que xa€C , px lec . A ce point on supposc
X est un corps : alors on peut choisir a , b dans .Xk . 0na bat:

XA . Le nombre de valeurs possibles pour ba=c

2st donc fini, et on choisit €' =uc lc

puisque 1'application est continue.

qui est compact dans

-

+) Grice au théoréme de Fusijaki, elle est évidente pour un corps X

in effet, avec le choix fait pour v , le groupe des modules de X °
'indice fini dans celui de XA , et si nous notons XA,I
e XA de module 1 , on vient de montrer que XA,I/XK est compact.
Il reste le cas de

les élément

M(2,K). C'est bien connu, on utilise 1'existence ¢
‘ensembles de Siegel". Mais dans le cas trés simple qui nous intéressc
’ « Y ) . v
'a démonstration est trés facile. Soient P

, D

le groupe des matrices

~riangulaires supérieures celui des matrices diagonales, et N

“roupe unipotent de vEPp),

P . Par triangulation (II, lemme 2.2 pour

GL(2,Aa) = PA.C = DA NA C

4 C est égal A un sOus-groupe compact maximal de

“héoréme d'approximation dans les adéles

GL(2,A). D'apreés
A™N, , et la propriété 4)
‘tant démontrée pour K , on a :

PA = DK Dv C .NK NV c" .

Lz relation élémentaire de permutation

a0,,1x, _ ,1 ax/b,,a 0
(o b)(O 1) - (o 1 )(o b)

"plique que P =P

A K Pv ¢
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> C"C PA est compact. On en déduit 4).

EXERCICE

un corps global K , ou un corps de quaternions H/K .

XA/Xk est le produit direct du groupe compact

xA,l/x'K et d'un groupe isomorphe a R+={x€R,x)O} ou a .7,
est nulle ou non. En déduire

1.1 Soit X

Montrer que

selon que la caractéristique de K

que le groupe des quasi-caractéres (homomorphismes continus dans

C’) Qae XA

groupe des caractéres (homomorphismes & valeurs dans

triviaux sur Xk est isomorphe au produit direct du
{z€c, lzl=
de xA,l/xk par le groupe des gquasi-caractéres de R, ou Z.
Montrer alors que tout quasi-caractére de XA
de la forme

x(x) = e(x) Ixll®

ol s€C, et c est un caractére de XA trivial sur Xﬁ .

2 FONCTIONS ZETA. NOMBRES DE TAMAGAWA

DEFINITION. La fonction z&ta classique de X , ou X

K ou une algébre de quaternions H/K
de XV , quand VvE€P . Ce produit est absolument convergent quand la

variable complexe s a une partie réelle Res > 1 . On a donc :

¢(s) = T7 C(s) , Res Y1 .
X V€P v

On déduit de II1.4.2 la relation suivante, dite formule multiplicative :

T (1-Nv17S)

C..(s/2) =C_(s) € .(s-1)
n(s/ k'8’ k'S vERam i

N Iy P ) 2 LY 0 . z
ol Nv est la norme de 1'idéal premier associé & la place finie v©&€FP.

Cette formule joue un rdle fondamental dans le classification des algé-
bres de quaternions sur un corps global. La définition des fonctions

zé&ta générales est intuitive : on ne spécialise plus les places finies.

DEFINITION. La fonction zéta de X est le produit Z,(s) = 1;1_ Z, (s
vev v
des fonctions zéta locales de X , pour vEV .

Par abus, on appelle aussi fonction zéta de X 1le produit de Zy par

une constante non nulle. L'équation fonctionnelle n'est pas modifiée.

trivial sur Xﬁ es:

est un corps gloi-.

est le produit des fonctions zét:
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PROPOSITION 2.1 (Formule multiplicative). La fonction z&ta du corps qlo-
bal K est égale 3 :
1

r r,
ZK(S) = ZR(S) ZC(S) CK(S) ’

ou £, oI,

et les facteurs locaux archimédiens sont les facteurs damma :

désignent les nombres de places réelles, complexes de K ,

Zg(s) =12 T(e2) |, zg(s) = (2175 T(s) .

La fonction z&ta de 1'algébre de quaternions H/K est égale 3 :

ZH(S) = ZK(ZS) ZK(2s—1) JH(2S)
ou J,(2s) dépend de la ramification de H/K , et
sy =TT g (s)

v€Ram H
avec l-s
1-Nv , si vE€p,
1,0s) = {
s-1 , si v€ow .

Yous allons maintenant utiliser les mesures adéliques suivantes :

dx ’ Veoc
sur X  , dx! =-TT dx’' avec dax' = { v
A A v v -1/2
v D dx. , vE€Pp
v v
dX. ’ V€oo
sur XA , oax, =11 dx; avec dx; = { Z/z
v D, dx; , vEP

voir IT.4, p. 49 , pour les définitions locales.

“us en déduisons par compatibilité des mesures adéliques sur les groupe
%A,l ' H; , HA/KA + que nous noterons respectivement dxA,l p dxi '

uA.p - Nous noterons de la m@me fagon la mesure adélique sur GA . et
c2lle sur GA/GK obtenue par compatibilité avec la mesure discréte
issignant & chaque élément de Gy la valeur 1 , quand G, est un sous-

roupe discret de GA .

“ZFINITION. Le discriminant de X est le produit des discriminants

p,= 1] b .

est bien défini, car DV==1 + PeP.

incaux D, . On le note

Ce nombre D
X

o

" a aussi @

4
Dy = Dy N(@,) = TT  nv

N(a)? b
H
vERam¢H

“St la norme du discriminant réduit de H/K .

T

fansformation de Fourier. Elle est définie avec le caractére canonique

A =TT ¥_ et la mesure auto-duale dx! sur X :
v v A A
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£ (x) = S £(y)¥, (xy)dy}, -

XA

Le groupe XK &tant discret, cocompact, de covolume

vol(XA/XK) =1

dans X, pour la mesure dxA , d'aprés le théoréme 1.4 , on a la

FORMULE DE POISSON :
£ = £ £%a)
aEXK aGXK
*
pour toute fonction admissible £ , i.e. £, £
grables, et pour tout x€X, , I f(x+a) et z
A g€ €
2ty atXy

absolument et uniformément par rapport au paramétre X .

£(a)

sont continues et inté-

*
f (x+a) converger:’

On appliquera cette formule & un ensemble formé de fonctions admissible:

stable par transformation de fourier : f(XA) .

DEFINITION. Les fonctions de Schwartz-Bruhat sur XA sont les combina:-

sons linéaires des fonctions de la forme

£= 1] ¢
vEV
est une fonction de Schwartz-Bruhat sur Xv . On notera f(XA)

v
ou fv
1'espace de ces fonctions.

égale au produit des fonctions

EXEMPLE. La fonction canonigue de XA
canoniques locales : € = T e .
ey Vv
%
La définition générale des fonctions zé&ta fait intervenir les quasi-

est un corps, le

caractéres X de XA

théoréme de Fusijaki (th. 1.4 et exercice l1.1) montre que :

, triviaux sur XK . Si X

x(x) = c(x) IIxl® , s€c

est un caractére de X, , trivial sur Xp -

ou c A

DEFINITION. La fonction z&ta d'une fonction de Schwartz—-Bruhat

trivial

€ 3(XA) , et d'un guasi-caractére Xx(x) = c(x) xll® de XA

sur Xk

est définie par 1'intégrale :

£(x) x(x) ax, |
. A
XA

Z (£.%) = |

notée encore

. £(x) c(x) IxI® dX; ]
XA

Zx(f,c,s) = S
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gquand cette intégrale converge absolument.

On remarquera que la fonction z&ta de X est d& une constante multipl

<ive prés indépendante de s , égale &

Z,(®,1,8) .
L'équation fonctionnelle des fonctions z&ta est un point-clé de la

théorie des algébres de quaternions.

THEOREME 2.2. Equation Fonctionnelle.
1) La fonction zéta Zx(f,c,s)
Re s > 1 .

est définie par une intégrale absolum

convergente pour
)81 X

¢, vérifiant 1'édquatjon fonctionnelle :

est un corps, elle se prolonge en une fonction méromorphe s

* -1

Zx(f,c,s) =Z,(£f ,c “,1-s) .

X
1) Les seuls pdles possibles sont

. s=0,1, de résidus respectifs —mX(c)f(O) , mX(c)f*(O) si K est

zorps de nombres. o
2Ti zZ 1+27i 7
Logg ' Logq
rk(c)fTO)/Logq » si K est un corps de fonctions, et HXAH=:qZ .
Cn a posé :

m

-« S

, de résidus respectifs

—mx(c)f(O)/Logq et

-1
mx(C) = S c (x) ax
X, 1/ %%

est un caractére non trivial, la fonction z&ta

Al

In particulier, gi ¢

"X

(f/c.s) est entiére.

)L . 5 Y aY = 13 .
e volume VOl(XA,l/XK) est égal a mX(l) —-;inlCK(s) noté M -

X définie en 2.1 vérifie 1'équat

"OROLLAIRE 2.3. La fonction zé&ta de

fonctionnelle :

ZX(S) =D ZX(l—s) ’

2l X est un COYps.

‘FFINITION. Le quasi-caractére dual X

*p v trivial sur Xk

d'un quasi-caractére X de

est égal a

X (%) = x(GO) 7 Ukl .

“eC cette définition, 1'équation fonctionnelle de Zx(f,x) quand X

“"t un corps, s'écrit :

2. (£,x) = Z.0F %)
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Démonstration de 1'équation fonctionnelle.

1) La méthode de Riemann : pour obtenir 1'équation fonctionnelle de la
fonction z&ta de Riemann

T n-S = TT(l—p—S)_l
n»l p

C(s) s€C , Res > 1

on considére :

Z(s) ax/x = 1~5/? T(s/2) ¢(s)

Sw —ﬂx2 -s

on sépare R, en deux parties R, = f{0,17U[1,»] . L'intégrale restrein:.

+
définit une fonction entiére. Sur 1'intégrale restreinte a
1

a [o,1]
[1,e]

permet alors de retrouver une fonction entiére, plus une fraction ratio:-

on fait le changement de variables

nelle de pdles simples O , 1 . Comme on a déj& pu le constater, Zx(f,Cﬁ
est une généralisation de la fonction z&ta de Riemann. La méthode de

démonstration de 1l'éguation fonctionnelle est la méme.

2) Application & Zx(f,c,s). Nous nous occuperons des guestions de con-

vergence plus loin. Admettons pour l'instant que Zx(f,c,s) converge
pour Re s assez grand, et que X est un corps. On choisit une fonctic
¢ séparant R+ en deux parties [0,1] et [l,m[ , en posant :
o , si 0¢xf1
e(x) = 1/2 , si x=1
1, si x»>1

Nous considérons d'abord 1'intégrale prise pour lxl~te (o,1]

*
Z;(f,c,s) = S £(x) c(x) o=l Ixl® ax, .
XA
qui définit une fonction entiére sur € . En effet si Z;(f,c,s) con-

Re s ) Re So elle converge aussi absolument

S
Ixil® & xl7° si lxll ¥ 1 .

x|t €[1,] , aprés le changement de

verge absolument, pour

pour Re s { Re s, r car

L'intégrale restante prise pour

variables x - x 1, s'écrit :

- - - *
£0x7H) cx™h odllxd) 7S ax, .
XA
On lui applique la formule de Poisson, aprés avoir remarqué que tous 1¢7

1

termes sous le signe d'intégration sauf f£(x ~) ne dépendent que de la

classe de x dans XA/XR . On utilise que X est un corps,en écrivan’
&=me.

- - - *

r = ™Y o) x™ { 2 glax™h)-£(0)}ax;

Xa/ % a€Xy

x * X = . La formule de Poiss
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ou le terme en accolades, transformé par la formule de Poisson, est

Il [f*(m + =
aEXi

s'écrit comme la somme d'une fonction

f‘(xa):l - £(0) .

En regroupant les termes, I

entiére sur € et d'un reste contenant deux termes :

1 * -] *
I =2 (f ,c ",1-s) + J(f ,c,1-s) - J(f,c,-s)
avec

J(£,c,-s) = (x~ 1) 1™ o (lixll) ax, .

£(0) S c
/%

En utilisant la suite exacte,

1 LIy - . .
? X R T XX il e

on obtient :

J(f,c,-s) = f(O).& £7% o(t) dt'.g c“l(y) dy .

IIX}‘\II X, /%
est le produit de trois termes. La premiére intégrale 1
s . la seconde que de ¢ . Comme il existe S, tel que

‘a premiére intégrale converge, on en déduit que la seconde converge
rour tout

La fonction J

iépend que de

¢ . On retrouve de cette fagon sans utiliser le théoréme de
Fujisaki que

-1
m(c) = S e Tly) dy (=
X, 1/%k

“alcul de 1'intégrale en s : selon que K

est un corps de nombres, ou
‘n corps de fonctions elle vaut :

(o]
S t™% dat/t  ou + £ g™
1 m)1

“'est-a-dire :

z

N =

. osio Xl =g

s ou  3(1-g"%)7l(14q79) |

IR 2 . . .

‘N reunit les résultats pour obtenir l'expression suivante pour la
fonction zé&ta :

1

_ 1 1 * -
ZX(f,c,s) = Zx(f,c,s) + zx(f ,c T,1l-s)

1 1

+ £(0)s” , si K
nombres

£°(0) (1-s)~

- mx(c).
£(0) 149°7 1 £(0) 14q7°
2 _1+qs—l l_q—s

est un corps d

+ 81 K est un corps 4

fonctions, et HXHA==q

"7Us en déduisons 1'équation fonctionnelle, et les pdles de Z,(f,c,s)
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quand X est un corps.

3) Calcul de mx(l). Le résidu au point s=1 de la fonction zéta par-

ticuliére ZX(¢,l,s) est par définition :
*
lim (s-1) ®(x) xS ax,
-y
s=1 A
- -1 ] ]
ot ax. = llxl7t (1-Nv77) ax! T ax! .
A vEp v€oc

On vérifie que ce résidu est égal &

V200 ax; . Lim (s-1)€(s) = °(0) . lim (s-1)Cy(s) -
%, A g s> 1
*
D'autre part, nous avons vu en 2) que ce résidu est égal a mX(l) @ (0).

En comparant, on obtient la valeur de mX(l) :
= 1lim (s—l)CK(S) = meo.

(1)
mX s21

Nous avons obtenu la valeur du nombre de Tamagawa de xl H

T(Xl) = Sx /XK
A, l

Ce calcul est un exemple des comparaisons trés riches entre

= VOl(xA,l/XK)

-1 _
My dxp,p =1

ZH(s) et
ZK(S) . Nous avons d'une part une équation fonctionnelle pour Zy(s)

obtenue en 2) si H est un corps, et d'autre part une formule multipli-
cative reliant ZH(s) a ZK(S) , d'aprés 2.1. Nous pouvons donc déduire
Zg(s)
ZH(s) , pour tout H . Comparons les résultats obtenusc

7

je 1'équation fonctionnelle de les propriétés et 1l'équation
fonctionnelle de
sar les deux méthodes : on a la chance d'obtenir des résultats apparem-
nent différents qui doivent &tre les mémes. On en déduira au §3 une

jrande partie du théoréme de classification.

1) Convergence. La fonction z&ta de Riemann converge absolument pour

-0 i
jes = 0)1 car ((0) =L n vérifie
o0
1 (go) ( 1+S £ at .
1
i K est une extension finie de degré d de @ , il y a dans K au
’lus d idéaux premiers au-dessus d'un idéal premier de Z , et
- - a
1 <o) = TTa-np™) L¢ e
P
W1 P parcourt les idéaux premiers de K . Donc la fonction zéta con-
'‘erge pour Res > 1.
‘i K est un corps de fonctions Fq(T) , la fonction z&ta est une frac-

don rationnelle en g ° et la question de convergence ne se pose pas-

n

convergence des fonctions z&ta générales : soient f une fonction de

| 'espace de Schwartz-Bruhat, et ¢ un caractére de X . Il existe

A,1
M, N des nombres réels strictement positifs tels que N& { £ { MP ,
Zx(f,c,S)

X que l'on a notée

cl=1, donc 1'intégrale converge absolument dés que la
ZX(S)

vu qu'elle s'exprime comme un produit de fonctions z&ta du centre :

fonction zé&ta de converge absolument. On
ZK(Zs) ZK(25—1) ; par un terme pour lequel le probléme de convergence
2y (s)
Res > 1 .

se pose pas, On voit que est définie par une intégrale absolum

convergente pour

DEFINITION. La mesure de Tamagawa sur XA , o X=H ou K, est la mes

de Haar dxA . La mesure de Tamagawa sur XA
- * * s, s

mKl dxA . Les mesures dxA , dxA ont eté definies p.65, et m, est 1.
résidu au point s=1 de la fonction z&ta classique QK de K . On e

1éduit des mesures de Tamagawa de facon canonique sur les groupes

. 1 . . .
X1 0 Hy oo HA/KA , respectivement noyau du module H-llX sur X , de )

est la mesure de Haar

norme réduite, groupe projectif.

X=HouK, X ,H1

DEFINITION. Les nombres de Tamagawa de 1 ., G=H'/K"’
sont les volumes calculés pour les mesures canoniques, obtenues d parti

les mesures de Tamagawa,

T(X) vol(XA/XK)

1,.1
vol(H,/Hy) T(G)

T(xl) = Vol(XA,l/Xl'()

T(Hl) vol(HA/KAH}'() .

Cette définition suppose que ces volumes sont finis. C'est en effet le
7as. On a le

THEOREME 2.3. Les nombres de Tamagawa de .X , X
valeurs :

1 Hl . G ont pour

X) = (X T(G) =2 .

‘REUVE : Quand X est un corps, le calcul de ces nombres de Tamagawa
°st implicitement contenu dans le théoréme 2.2 de 1'équation fonction-
“elle. Si X = M(2,K) , on doit faire un calcul direct. Le théoréme 2.3
s'étend aux algébres centrales simples X . On a dans ce cas

Xy = T(Xl) = T(Hl) =1 et 7(G) =n, si [X:K1=:n2 . Référence :
Weil [2]. Par définition de la mesure de Tamagawa, T(X)=1 . On démontre
e T(G) = 2T(H1) et T(Hl) = T(Hl) , puis que T(Hl) = 1 . Les démons
‘fations sont analytiques, et la formule de Poisson intervient.

‘4 suite exacte compatible avec les mesures de Tamagawa :

1 —»H}/H.', — H me Bow e
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montre que T(Hl) = T(Hl) 'r(Kl)-1 . Le théoréme 2.2 montre que :
T(H;) = 7(K;) =1
si H est un corps, & cause de la définition méme des mesures de
Tamagawa. Donc T(Hl) = T(Hl) , pour toute algébre de quaternions H/K ,
et T(Hl) =7(H)) =1 si H est un corps.
On déduit de la démonstration de 2.2 que
2 S £kl ) ak, = S 01kl 2) dk

KA/K' K /K’

pour toute fonction f telle que ces intégrales convergent absolument.

En utilisant que HhHH = Hn(h)”i si hE€ H, . on voit que :

. 1 2 * *
§ £(lnll yan: = 7 (1h) SK_/K_ £liki2)ax, = 7(6) § £(11ll ) aky

e K /K
HA/HK A A/
d'ol on déduit que T(G) = 27 (uh).

Le théoréme est donc démontré quand X=H ou K est un corps.

Il reste & démontrer que T(SL(2,K)) = 1 . Le point de départ est la
formule
(2) § 5 goax = § [z fwa)] v

A’ © YsL(2,a)/5L(2,K) “aéK?-(Q)

ol f est une fonction admissible sur Az , cf. chapitre 2, §2, et

. 2
T(u) est une mesure de Tamagawa sur SL(2,A)/SL(2,K) , et ou A est

identifié aux colonnes & deux éléments dans A , sur lesquelles SL(2,Al

opére par

a by /xy _ ax+by)
(c d)(y) (cx+dy -
. . 1 2 0] - .
L'orbite de (O est A" - et son groupe d'isotropie

{30 e

On applique la formule de Poisson,

* t -1
L _ f(ua) = I 2 £ (Tu " a)
a€K? a€K
car dét(u) = 1 . Ceci nous donne une autre expression pour 1'intégrale

(2) en fonction de £° . En fait, on écrit plutdt 1'intégrale avec f

en fonction de f**(x) = f(-x) . Comme T(tu-l) = 7(u) , on obtient
(3) {, £ toax = § z, £(uw-£7(0) |1 (u) .
A SL(2,A)/SL(2,K) a€K

La différence (2)-(3) s'écrit :
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§ 5 Teta-g"0lax = § (£ (0)-£(0)]7 (u)
A “SL(2,A)/SL(2,K)

on en déduit que le volume de SL(2,A)/SL(2,K) pour la mesure T es
égal a 1 .

Note historique.

La fonction z&ta d'une algébre centrale simple sur le corps des nombr
rationnels fut introduite par K. Hey en 1929 qui démontra son équatios
fonctionnelle dans le cas ou l'algébre est un corps. M. Zorn remarqua
1933 les applications de 1'équation fonctionnelle & la classification
des quaternions (§3). Les résultats de K. Hey furent généralisés par
H. Leptin [l], M. Eichler (4], et H. Maass 27 4 1a notion de fonctiorn
L avec des caractéres. L'application des techniques adéliques & leut
stude fut faite par Fusijaki [1], et la formulation la plus générale ¢
ces fonctions zéta est due & R. Godement [1], [2]. on trouvera des
développements de leur théorie dans T. Tamagawa [3], H. Shimjizu [3].
L'application de 1'équation fonctionnelle au calcul de nombres de

Tamagawa se trouve dans A. Weil EZ].
EXERCICES

2.1 La fonction z&ta de Riemann. Déduire de 1'équation fonctionnelle
générale (théoréme 2.2, p. 67) celle de la fonction zéta de Riema

C(s) = £ n %, Res )1 , & savoir :
nyl

E(s) = 15/2T(5/2)C (s)

est invariant par s = l-s , ou encore :

C(1-s) = —2 s cos(Ts/2) I'(s) C(s) .
(2m)
Montrer alors que pour tout entier k %1 , les nombres (({(-2k)

sont nuls, les nombres ¢(1-2k) sont non nuls et donnés par :

2(—1)E$2k—1)1

C(1-2x) = €(2k)
(2ﬂ)2k
et que
_ 1
¢o) = -3 .
On définit les nombres de Bernoulli sz par le développement en
série :
2k
F—=1-3+ I (e, X
e™-1 kY1 :
Démontrer que
2k-1
2%k 2k
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En déduire que les nombres §(1-2k)

par la formule :

B
k T2k
L(1- = (- <X
€(1-2x) (-7 5 -
Vérifier la table numérigue :
c(-1) =—2i , 6(-3) = 3 . 6(-5) =—'ﬁ‘ .
27.3 27.3.5 27.37.7
C(-7) = E— L (-9) = - —5— ., C(-11) = 2l
2°.3.5 3.27.11 27.37.5.7.13

'

3 CLASSIFICATION

Nous nous proposons d'expliquer comment le théoréme de classification
peut &tre démontré avec les fonctions zé&ta, et comment on en déduit la
loi de réciprocité pour le symbole de Hilbert, et le principe de Hasse-

Minkowski pour les formes quadratiques

THEOREME 3.1 (Classification). Le nombre |Ram(H)]|

jans une algébre de quaternions H sur K
ensemble fini S de places de K , d'ordre I'sl

de places ramifiées
est pair. Pour tout

pair, il existe une et

sont rationnels et sont donnés

une seule algébre de quaternions H sur K , 3 isomorphisme prés, telle
qgue S = Ram(H) .

Une fagon équivalente de formuler ce théoréme avec une suite exacte :
i € -
1 — Quat(K) =»® Quat(K ) — {¥1} — 1
o0 i est 1l'application qui & une algébre H associe 1l'ensemble de ses
localisées, modulo isomorphisme, et € est. l'invariant de Hasse : on
associe a (HV) le produit des invariants de Hasse de H . i.e. -1 si

le nombre de HV qul sont des corps est impair, et 1 sinon.

Jémonstration d'une partie de la classification grice aux fonctions zéta-

351 H est un corps, nous avons vu (th. 2.2) que ZH(s) a des pdles
simples en O et 1 , et est holomorphe ailleurs. La formule exprimant Z,

>n fonction de Zg que nous rappelons (2.1) :
ZH(5/2) = ZK(S) ZK(s-l) JH(S)
au point s=1 , montre que l'ordr

> JH(S) a un zéro d'ordre Ram(H)

je 2, au point s==% est d'ordre -2 + Ram(H) . On en déduit le résul

H
cat fondamental :

>ropriété 1I.

laractérisation des algébres de matrices : pour gue H = M(2,K) , il fau

>t il suffit que H._ = M(2,K.)

pour toute place Vv .
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on en déduit (Lam [1], 0'Meara 717) :

COROLLAIRE 3.2 (Principe de Hasse-Minkowski pour les formes quadratiq

Soit 9 une forme guadratique sur un corps global de caractéristigque

différente de 2 . Alors q est isotrope sur K , si et seulement si
est _isotrope sur Kv . pour toute place v .

Remarquons que dans les deux théorémes, on pourrait remplacer par "pot

route place” par "pour toute place, sauf éventuellement une" .

Nous allons expliquer comment le principe de Hasse-Minkowski se déduit
Ju théoréme de caractérisation des algébres de matrices. Soit n le

nombre de variables de la forme quadratique q

n=1, il n'y a rien 3 montrer.

_ N
n=2 , q(x,y) = ax“+by“ , & equivalence prés sur K , et le principe

ost équivalent au théoréme des carrés : af€ K’2¢==9-a€ K'2 , ¥Yv . On pe
v

2n donner une démonstration avec les fonctions zéta. Si L = K(\a)

es
partout localgment isoTorphe a KVE5KV , ce gui arrive si a¢€ K;z . al
ZL(S) = ZK(S) a un pole double en s=1, ce qui implique que L n'
pas un corps | donc H €K% .

n=3, qlx,y,z) = ax2+by2+z2

» & équivalence prés sur K . En choisi

sant pour H 1l'algébre de quaternions associée a (a,b) 1le principe

P N P . N
2st equivalent a la caractérisation des algebres de matrices.

n?4 , on se raméne par récurrence aux cas précédents, cf. Lam 1]

1. P.
Comme JH et ZK vérifient des équations fonctionnelles :
|Ram(H) | -
Juts) = (-p R T gles o)
pERamf(H) H
s-%
Zz = 2 -
k(s) Dy ZK(l s) .
on obtient une équation fonctionnelle pour 2y
_ .4 2. k-g | Ram(H) |
Zyls) = (Df N(a?FS (- Ram ], (),
i, si on la compare & 1'équation fonctionnelle (th. 2.2), obtenue
i - p3~S
. rfctiment quand H est un corps : ZH(S) = Dé ZH(l—s) , montre que

2 ,
w = Dy -N(dH) , mais surtout :

Propriété I1I.

L . . s Y
¢ nombre de places ramifiées dans une algebre de quaternions est pair.
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n caractéristique différente de 2 , ce résultat est équivalent a la loi

= réciprocité du symbole de Hilbert.

DROLLAIRE 3.3 (Loi de réciprocité du symbole de Hilbert). Soit K wun

>rps global, de caractéristigue différente de 2 . Pour deux éléments
, b de K° , soit (a,b)v leur symbole de Hilbert sur Kv . On_a la

>rmule du produit :

TT(a,b)_ =1
v v

.

1 le produit est pris sur tcutes les places v de K .

>plications : 1) En choisissant K=Q et pour a,b deux nombres pre-

lers impairs, on peut vérifier que 1l'on obtient la loi de réciprocité
1adratique.
) Calcul du symbole (a,b)2 . Le symbole de Hilbert de deux nombres

ytionnels a,b sur @ se calcule facilement avec la régle décrite
. 37. On calculera (a,b)2 en utilisant la formule du produit :

1,b), = VT; (a,p), .
2

rant de démontrer la propriété d'existence d'une algébre de quaternions

'invariants de Hasse locaux donnés, tirons quelques conséquences des

ropriétés I et II. Les extensions L/K sont toutes supposées séparables.

DROLLAIRE 3.4 (Théoréme des normes dans les extensions quadratiques).

>ient L/K une extension quadratique séparable, et B€ K" . Pour gue
soit une norme d'un élément de L , il faut et il suffit que 8 soit

1e_norme d'un élément de L, = KV8>L , pour toute place Vv , sauf

/entuellement une.

REUVE : L'algébre de quaternions H=1{L,8} est isomorphe & M(2,K) si
. seulement si 8 €n(L) , d'aprés I.2.4. Il faut et il suffit que
7='M(2,KV) pour toute place v sauf éventuellement une, d'aprés les

opriétés I, II. Comme Hva.{Lv’e} ., le corollaire est démontré.

'ROLLAIRE 3.5 (Caractérisation des corps neutralisants). Une extension

+ degré fini L/K neutralise une algébre de guaternions H sur K,

et seulement si Lw neutralise Hv pour toute place wlv de L .

'EUVE : Pour que L neutralise H , il faut et il suffit que
®H>M(2,L) . D'apreés la propriété I , il faut et il suffit que pour
ute place w de L , on ait (L®Iﬂ“f*M(2,Lw) . On utilise alors
égalité (L® H)w = Lw® Hv si V=W g le second produit tensoriel

it pris sur Kv .
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LEMME 3.6. Soient K un corps local, et L=K(x) une extension gquad:
tigue séparable de K . Soit f(X) le polyndme minimal de x sur K

f(X) = (X-x)(X-%) = XZ-t(x)X-+n(x) .

si a,b€K sont assez proches de t(x) , n(x) alors le polyndme
g(x) = x*-ax+b

est irréductible sur K et a une racine dans L .

PREUVE : Si K=R , le discriminant t(x)2-4n(x) est strictement nég
tif, donc a2—4b aussi, si a et b sont assez proches de t(x) et
n(x) . Si K#R , soit yEKS tel que y2 =ay+b . si llall{a et

bl (A, o0 A est une constante strictement positive, 1'inégalité
ultramétrique montre que flyll (A . on a (y-x)(y-%) = (t(x)-a)y + (n{x)
on peut rendre Il(y-x)(y-x)ll aussi petit qu'on le veut, en choisissar
a et b suffisamment proches de t(x) et n(x) . Mais x#¥¥x , car
l'extension est séparable, et il est possible de choisir a et b te
gue

ly-xIl < € Ny-xll > e .

Il n'existe pas de K-automorphisme f tel que f(x)=%x , fly)=y !
Donc K(y)2K(x) , et comme [K(y):K] { 2, K(x) =K(y) .

e

Ce lemme et le théoréme d'approximation (th. 2.2) permettent d'obtenir

LEMME 3.6. Il existe une extension guadratique L/K séparable, telle ¢

LV/Kv Soit égale a une extension quadratigue séparable donnée, pour <
appartenant 3 un ensemble fini de places.

THEOREME 3.7. Scient L/K une extension gquadratique, et n la norme d

L/K étendue aux idéles. On a [KA :K'n(LA)} =2

PREUVE : Soit X un caractére de K-

A trivial sur K‘n(LA) . Localemen

2

L=l . et 2 =K NIKR'a(L’) 11 K'} est fermé dane K°
v A v Wity v A

- . . 2
“n en déduit que x“ =1 et que K'n(LA) est fermé dans K_

A ! car

x=TTxV , et K'n(L) = N g
vEV A vy Vv

“n démontre ainsi 1'inégalité [KA :K'n(LA)] {2 . o0n construit un élé-

™nt 1 de KA n'appartenant pas a K'n(LA) :
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1 , si w#v
x =1 D
y - si =v
u , ou |.1v§?n(LV
our toute place v de K telle que Lv soit un corps. Cet élément
1 'appartient pas a n(LA) . 8'il appartenait & K’n(LA) , il ?Xlsteralt
in élément x€K° , tel que xﬁ’n(L\‘,) , X€ n(LV'v) Yw#v . Ceci est en

ontradiction avec 3.4.

"HEOREME 3.8 (Sous-corps commutatifs maximaux). Pour qu'une extension
uadratique L/K se plonge dans une algébre de guaternions H , il faut
t 11 suffit gue Lv soit un corps, si v € Ram(H) . Deux algeébres de
uaternions ont toujours des sous-corps commutatifs maximaux communs

a4 isomorphisme prés) et le groupe Quat(K) est défini.

REUVE : Pour qu'une extension quadratique L/K soit contenue dans un

orps de quaternions H/K , il est évidemment nécessaire que pour tout

lace v de K , l'algébre LV soit contenue dans H_ . Donc Lv doit

tre un corps si HV est un corps. Si v€ Ram(H) , v ne se décompose
onc pas dans L . Inversement, si cette condition est réalisée, on
hoisit un élément 3 de 1l'ensemble
k'n  TT i n(L;)
vERam(H)

ui est non vide car |Ram(H)| est pair d'aprés 3.7. Comme 6¢€ n(L))
i ufRam(H) et eﬁn(L",) si v€Ram(H) , l'algébre de quaternions

L,8} est isomorphe & H . Si H et H' sont deux algébres de quater-

iions sur K , le lemme 3.6 permet de construire une extension L , tell

ue L soit un corps si v € Ram(H) U Ram(H'). Les résultats précédents
v
ermettent de la plonger dans H et H' . Le groupe Quat(K) est donc

éfini, voir I, p.9 .

a structure de groupe de Quat(K) est donnée par la régle suivante :
i H, H'

isomorphisme prés par :

sont deux algébres de quaternions sur K , on définit HH'

H®H' > M(2,K)® HH' .
n vérifie que
0 £ ' ' = e(H' .
(HH') , > HHY , €(HH') e(H,) e(H))

n en déduit que la ramification de HH' se déduit de celles de H , et

par
Ram(HH') = {Ram(H) U Ram(H')} - {Ram(H) N Ram(H')} .

e théoréme de classification résulte donc de la propriété d'existence :
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propriété III.

pour deux places v¥w de K il existe une algébre de quaternions

telle que Ram(H) = {v,w} .

PREUVE : Si L/K est une extension quadratique séparable, telle que

. 8¢ i A k- P
L, » L, soient des corps (3.6), et ) € i, (L )N K™ (définition,
preuve de 3.7), alors Ram({L,8}) = {v,w} .

EXEMPLE : Les_algébres de guaternions sur Q@ .

L'algébre de quaternions sur @ , notée {a,b} engendrée par i , j

vérifiant :

i“=a, 3°=b, ij=-ji

0

est ramifiée & 1'infini si et seulement si a et b sont tous les de
négatifs. Son discriminant réduit d est le produit d'un nombre impai

de facteurs premiers si a,b{0 et d'un nombre pair sinon. Par exempl
pair P

{-1,-1} , a=2 H
{-1,-3} , a=3 ; {-2,-5} , a=5 ; {-1,-7} , d=7
{-1,-11} , a=11; {-2,-13} , d=13 ; {-3,-119} , d=17 :
{-3,-10} , a=30 .

Une méthode rapide pour obtenir des exemples est d'utiliser la parité
afin d'éviter 1'étude de (a,b)2 , de remarquer que si p est un nomb
premier, p=-1 (mod 4) , alors {-1,-p} a pour discriminant p , enf
que pour p=5 (mod 8) , alors {-2,-p} a pour discriminant p . Un

peu d'entrainement permet de trouver facilement une algébre de quatern-
le discriminant donné, c'est-a-dire deux nombres entiers dont les symbc

de Hilbert locaux sont donnés a 1'avance. Par exemple,
{-1,3} , a=6: {3,5} , a=15; {-1,7} , a=14 .

Si p est premier, p=-1 (mod 4) , alors {-1,p} est de discriminant

2 ; si p=5 (mod 8) , alors {-2,p} est de discriminant 2p .

4 THEOREME DES NORMES ET THEOREME D'APPROXIMATION FORTE

Le théoréme des normes fut démontré en 1936-1937. Hasse et Schilling [ 1

Schilling [1], Maass [ 1], Eichler (3], T4] ont contribué & sa démonstra
tion.

Son application aux ordres euclidiens, et & 1'équation fonction-
felle des fonctions L fut faite par Eichler [5]. Le théoréme d'approx
Mation forte pour les groupes d'unités de norme réduite 1 des algébres

“entrales simples sur des corps de nombres est dl & Kneser rll, (2], [3

POUr Yae rmaveme Aa £ac 0.
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HEOREME 4.1 (Théoréme des normes). Soit Ky 1'ensemble des éléments

e K gui sont positifs aux places infinies réelles de K ramifiées

ans H . Alors KH==n(H) .

Inversement soit
L/K telle que:

‘REUVE : La condition est naturelle, car n(H)==R+ .

€ Ké ; construisons une extension quadratique séparable

- x€n(L)
- pour toute place v € Ram(H) , LV/KV soit une extension quadratique.
Jlors L est isomorphe & un sous-corps commutatif de H d'aprés 3.8,

[y

't x€n(H) . Il reste & construire L . C'est un exercice utilisant le

héoréme d'approximation et le lemme sur les polyndmes. Soit S un

‘nsemble fini de places de K . Pour v fini, on a vu que H/ contient

in élément de norme réduite ﬂv . Comme H est dense dans Hv , on voit

(ue H contient un élément de norme réduite une uniformisante de Kv ,
t en multipliant x par n(h) pour un élément convenable h€H , on
eut supposer que pour un ensemble fini S de places de K :
x est une unité pour p€sSNp .
n choisit pour tout v€S , une extension Lv telle que :
» Lv==C si v est réelle,
vépns .

L, est l'extension quadratique non ramifiée de K si

our tout v€S , il existe yve LV de norme x . Le polyndme minimal

e y, sur K s'écrit

w2
pv(x) =X —avx-i-x .

n choisit a €K trés proche de a, si vES (et méme si on veut
ntier pour toutes les places de K , sauf éventuellement une place

£5S) , de sorte que le polyndme
p(Xx) = X% - aX+x

oit irréductible et définisse une extension K;}K(Y) = K[X]/(p(X))C:KS'
_ : < N
elle que K(y)v—-LV , si v&Es

n applique cette construction & S=Ram(H) et on obtient le théoreme
es normes.

n obtient mé&me une forme un peu plus forte :

OROLLAIRE 4.2. Tout élément de Ky entier sauf éventuellement en unc

lace w¥ Ram H est norme réduite d'un élément de H , entier sauf

ventuellement en w .
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Théoréme d'approximation forte.

Soit S un ensemble non vide de places de K , contenant au moins une

. o . . . 1 ,
place infinie si K est un corps de nombres. Soit H le groupe algé-

prique induit par les quaternions de norme réduite 1 d'une algébre de

quaternions H sur K . On pose pour un ensemble fini scvy :

Hé,= T H\ll .
vES'

On rappelle que Hé est compact, si et seulement si v € Ram(H) . Sinon

1 _
H, = SL(2,Kv) .

THEOREME 4.3 (Approximation forte). Si H1 n'est pas compact, alors

S
1 .1 1
HK HS est dense dans HA .

Ce théoréme a été démontré par Kneser [1), (2], 3] comme application d

théoréme des normes d'Eichler, si K est un corps de nombres et SSw

La condition est naturelle. Si H est discret

1 1.1 , . . . 1
dans HA , HS HK est fermé, et certainement différent de HA .

1 1
s est compact, comme HK

La condition introduite dans 1'énoncé du théoréme joue un rdle fondamen

dans 1'arithmétique des quaternions.

DEFINITION. Un ensemble fini non vide de places de K
tion d'Fichler pour H , notée C.E.

de K non ramifiée dans H .

vérifie la condi

s'il contient au moins une place

Démonstration du théoréme 4.3. Soit Hé Hé la fermeture de Hé Hé dan:
L1

HA - Elle est stable par multiplication. Il suffit donc de montrer que

pour toute place v§¥S , pour tout élément

a , entier sur R_, si
a = { v v
W
1

1) a = (a ) avec
w .
, 81 w#¥v

nour tout voisinage U de a , on a Hé Hér‘U # # . Pour cela, il est
nécessaire que t(Hé Hé)n t(U) # ¥, oo t est la trace réduite, Atendt

1uX adéles (voir p.60). On a

tla,)) , si w=v
t2) t(a) = t, avec t, = { .
2 , si w#v
Comme t est une application ouverte, il suffit de montrer que pour

tout voisinage WCIKA de t(a) , on a t(Hi Hé)” W #@ . Il suffit de

“frifier qu'il existe t€K satisfaisant aux conditions suivantes :
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- le polyndme p(X,t) = x?-tx+1 est jrréductible sur K, si
v € Ram(H)
(3) - t est proche de t(a) dans K  , c'est-a-dire t est proche &

A

et proche de 2 dans K, . pour un nombre fini d.

t(a_) dans K
v v
places w#¥v , wZs .

On peut vérifier ces conditions grace & 3.6 et 1.4 . Deux éléments de
méme trace réduite et de méme norme réduite sont conjugués (I.2.1), et

-1 . \
* = H' H' d'apré 3.4) donc
HA Hy HZ D ou D est compact dans H apres (

A
~ L~ -1
Hé Hén D(U) # 4 . On rappelle que si x€H" , on a noté x(y) = xyx ~ ,

yEH" , et si ZTH' , on anotéd 7 = {¥,z€2% , voir p.26. Il existe

donc d€D tel que d(a) € Hé Hé . Soit (b) une suite d'élémints de

H& convergeant dans HV vers la composante v-adique de 4a . Alor:

bd(a) € Hé Hé converge vers a : c'est vrai v-adiquement par construc-
: . . . 1 1
tion, et si w#v , aw——l . On en déduit que act€ HK HS .

On trouvera en 5.8 et 5.9 des applications de ce théoréme.

5 ORDRES ET IDEAUX
On fixe un ensemble non vide S de places de K , contenant les places

infinies si K est un corps de nombres. Alors l'anneau

R =R ={x€K,x€RV vv & s}

(s)
est un anneau de Dedekind (Weil [1]).

EXEMPLE : Si S=o et K2>Q , alors R est l'anneau des entiers de K.

Si S est réduit 3 une place, et K est un corps de fonctions, alors
R*Fq[T] .
Soit H/K une algébre de quaternions sur K ; les réseaux, ordres,

idéaux dans H seront relatifs a R (définitions I.4, p.19-20). On
étudiera les ordres et les idéaux, grice a leurs propriétés locales. Cc
paragraphe contient 3 parties :

A - Propriétés générales des ordres et des idéaux,

B - Nombres de classes et types d'ordres,

C - Formules de traces pour les plongements maximaux.
On supposera fréquemment que S vérifie la condition d'Eichler, notée
C.E., définie p.81, afin d'obtenir des résultats plus simples. Le cas

ol C.E. n'est pas vérifiée est traité au chapitre V.
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A - Propriétés générales.

soit Y un réseau de H . On note Y, =R, ®R Y, si v€V . Quand

vES , on a RV=I(V , et YV=HV .

DEFINITION. Pour tout R-réseau complet Y de H , pour toute place
., s = 3 ' j.Sé
vEiS de K , le Rv réseau YV RV R Y s'appelle le localisé en

du réseau Y .

Comme S=% , les places n'appartenant pas & S sont finies. On les
P

notera par la lettre p . Si (e) est une base de H/K , le réseau >
engendré sur R par (e) est un réseau de H . Les réseaux seront
toujours supposés complets. Les réseaux globaux dans H sont obtenus

partir des réseaux locaux dans H, , vE€S de la fagon décrite dans 1:

PROPOSITION 5.1. Soit X wun réseau de H . Il existe une bijection er

les réseaux Y de H , et l'ensemble des réseaux {(Yp) . Yp réseau

HD , Yp=:Xp , p.p.! donnée par les applications inverses 1'une de
lﬁautre :
Y= (Y ) et (Y) ~» Y={x€H, x€Y ,Y¥pZs} .
p’'pgS p pfs P p¥

PREUVE : D'aprés la définition des réseaux (I.4, p. ), étant donné un
réseau Y , il existe a,b€ K" tels que a¥Y= XS DbY . Pour presgue tou
place vf o , a, bv sont des unités. Donc Xp==Y p.p. Montrons que

est surjective. Si

(v.) Z est un ensemble de réseaux
P’ p¢s ’ b pgs € N
locaux, presque partout égaux & X_, posons Y = {1 (HN 7 ) . On veu
P pgs P
montrer que Y est un réseau, et que Yp::zp . I1 existe a€R , tel
R ZpC a”lx ,pour tout p¥S . Ona aX=YCa 'X , donc Y est un

TT_ H . On en
pgs P
. En particulier Y est

réseau. Comme S#@ , d'aprés 1.4, H est dense dans

2duit que HON (ﬂZp)==Y est dense dans 77

‘ense dans 2_ , donc Y_=2_, si S . Montrons que Y = (Y )
p p p 24 a p’pfs
#st injective. Soit 2z = || (Ypn H) . Montrons que Y=Z . On a certa
ps

“tment YC Z , et il existe a€R , tel que aZ<Y<Z . Soit z€Z . 1
“xiste y €Y trés proche p-adiquement de z , pour toute place p¥:

*2lle que a ne soit pas une unité dans Rp - En effet, ona Y _ =2

. P
Si pfZS , et on utilise le théoréme d'approximation 1.4. Il existe do
TIY , tel que y-z€aZ . On en déduit que z€Y . La proposition est

‘*montrée.
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DEFINITION. Une propriété + de réseau est appelée une propriété locale

quand un réseau Y a la propriété x si et seulement si Yp a la pro-

priété s« pour tout p¥S .

Exemples de propriétés locales : Les propriétés pour un réseau d'étre

(1) un ordre,

(2) un ordre maximal,

(3) un ordre d'Eichler, i.e. 1l'intersection de deux ordres maximaux,

(4) un idéal,
(5) un idéal entier,
(6) un idéal bilatére,

sont des propriétés locales. Ceci se déduit facilement de la propositie:
5.1. On utilise que si I est un idéal, son ordre & gauche Gg(I) . cf.

(Ip) pour tout p¥S .

I.4, p. 20, vérifie O (1) =6
P g 'p g

DEFINITION. Le niveau d'un ordre d'Eichler 8 est 1'idéal entier de R.

R Vpﬁ'S .

noté N tel que Np soit le niveau de ®p

COROLLAIRE 5.2. H, et 6 un ordre de H . On

n(I)

9 . Alors, on a :

un idéal de
I, et 4A(6)

Soient I

le discriminant réduit d-

note la norme réduite de

= 6 = d(%)_ .
n(Ip) n(I)p et Al p) ( p
est un systéme fini de générateurs de I/R , par déf:-
R-idéal (n(f)). De plus (:

est aussi un systéme fini de générateurs de Ip/Rp . On en déduit que

PREUVE : Si (f)

nition (p.24), n(I) est le engendré par

n(Ip) = n(I)p . Par définition (p.25),
1" = {x€H, t(xf) €R , Y} .

* *
Avec la proposition 5.1, on déduit que (Ip) = (I )p . En remplagant !

par B , et en prenant la norme réduite, on voit gue
*—1

P
.
On déduit de II.1.7, et II.2.3, une caractérisation des ordres maximaux

*-1 * -1 _ *.-1 _ -
d(@)p = n(6 )p = [n(6") Ip = n(% )p =n(6 7)) = a) .

par leur discriminant réduit. C'est ce qui. permet en pratique de cons-

- . 2 ima.-
truire un ordre maximal, ou de reconnaitre si un ordre donné est maxim:

COROLLAIRE 5.3. Pour qu'un ordre 3 soit un ordre maximal, il faut et
il suffit que son discriminant réduit soit égal a
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a) = T p .
pERam(H)
pfs

on pose d(8) = D ; le discriminant réduit d'un ordre d'Eichler de nive

% est égal & DN . Cependant, les ordres d'Eichler ne sont pas caracté

sés par leur discriminant réduit, sauf si celui-ci est sans facteur car

comme (D,N)=1, il est équivalent de dire que N est sans facteur

carré. Voir 1'exercice 5.3.

EXEMPLE : Seit H le corps de quaternions sur @ de discriminant rédu
26 , i.e. le corps engendré sur @ par i,j vérifiant
2 .2

i“=2, §°=13 , ij=-ji .

fn effet, les symboles de Hilbert (2,l3)V pour les valuations v de

0 sont
(2,13), = 1
- (2 - _
(2,13)13— (13) = -1
(2,13)p =1 , si p#2,13
2t la formule du produit (2,13)v::l donne (2,13)2==l .

0 =21,1i, (1+3)/2, (i+ij)/2] est un ordre maximal. I

faut et il suffit de s'assurer que

on vérifie que

1) 8 est un anneau,

2) les éléments de 3 sont entiers : la trace réduite et la norme

réduite sont entiers,

3) 8 est un Z-réseau, Q(8)=H , cette derniére propriété est é&vidente

4) le discriminant réduit de 6 est égal & 26 .

Iable d'addition : La trace de la somme deux entiers est entiére, on

vérifie sur la table que la norme reste entiére.

i (1+3)/2 (i+ij)/2
i 2i i+ (1+5)/2 i+ (i+ig)/2
(n=-8) (n=-5) (n=4)
(1+3)/2 * 1+3 (1+i+3+i3) /2
(n=-12) (n=3)
(i+i3)/2 * * i+id
(n=24)
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Table de multiplication : La norme du produit de deux entiers est entier:

on vérifie sur la table que la trace réduite reste bien entiere, et que

le produit est stable dans % .

droite

gauch i (143)/2 (i+ij)/2
a
i 2 (i+i3)/2 143
(1+3)/2 (i-i3)/2 = (7+3)/2 = 34
i-(i+i3)/2 3+ (1+43)/2
(i+13)/2 1-3 = (7i+1§)/2 = 7
2-2(1+3)/2 3i+ (i+ij)/2

est un ordre. Il est maximal car le discriminant réduit

laét t(eiej)l% de l'ordre z[el,...,e4] = 7{1,i,j,ij] est 13.8 donc
8 déduit de 1'ordre précédent par un change-
13.8/4 =26 .

Voir d'autres exemples dans les exercices 5.1, 5.2, 5.6.

Donc &

le discriminant réduit de

ment de base de déterminant 1/4 est égal a

Propriétés des idéaux normaux.

Ce sont les idéaux dont les ordres 3 gauche et a droite sont maximaux.
 ra s

La correspondance locale-globale entre réseaux, et les proprietes vues

au chapitre II montrent que ces idéaux sont localement principaux. On

laisse en exercice le soin de vérifier les propriétés suivantes (utilis::

les définitions du chapitre I, 8.5 et les propriétés des idéaux normaux
des algébres de quaternions sur des corps locaux vues au chapitre II,
§1, 2)

a) Un idéal 3 gauche d'un ordre maximal a un ordre a droite maximal.

b) Si l'ordre a droite de 1'idéal I
1'idéal J ,

est égal & 1'ordre a gauche de
n(IJ) = n(I) n(J)

et son ordre & droite &

alors le produit IJ est un idéal et
Son ordre & gauche est égal 3 celui de I ,

celui de J .

c) Les idéaux bilatéres "commutent” avec les idéaux dans le sens sulva’
CI=IC' , ou C

l'unique idéal bilatére de 1l'ordre & droite de I ,

est un idéal bilatére de l'ordre a gauche de I et U

tel que n(C)=n(C

d) si 1 idéaux
entiers de R , on peut factoriser 1

et B .

est un idéal entier de norme réduite AB , A et B
en un produit de deux idéaux

entiers de norme réduite A

<o . \ , . U
e) Les idéaux bilatéres d'un ordre maximal © forment un groupe comm

tif, engendré par les idéaux de R et les idéaux de norme réduite P

- iroupe 3

THEOREME 5.4. Le nombre de classes des idéaux a dgauche de 0

‘REUVE : D'aprés le
four toute place v ,
“St un compact (dépendant de v). Comme O5°

“finition de la topologie, et @AZDH; , ol v
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-0 P parcourt les idéaux premiers de R ramifiés dans H
sera que le seul idéal bilatére d'un ordre maximal OP de H

P
réduite R est O .
ré b o

res propriétés sont encore vraies pour les idéaux localement principau

On utili

de nor

ies ordres d'Eichler de niveau N sans facteur carré.

3 - Nombre de classes d'idéaux et types d'ordres.

Hélas, la propriété pour un idéal d'8tre principal n'est pas une pro-
oriété locale. C'est une des raisons pour laquelle il est souvent trés
stile de travailler adéliquement au lieu de globalement. Ceci signifie
qu'il est souvent préférable de remplacer un réseau Y par l'ensemble
Y de ses localisés (5.1). On notera :

p)pgs ( ) a

vES .

YA: TT Yv , avec YV=HV si
v&v

“ésormais les ordres considérés seront toujours des ordres d'Eichler, ¢

les idéaux seront principaux localement. On fixe un ordre d'Eichler 3

i2 niveau N . On lui associe les objets adéliques suivants : GA . le

A des unités de GA , et N(GA) le normalisateur de 3 dar

A

lictionnaire global-adélique.

:déaux : Les idéaux & gauche de &

»-A\HA ; a (xV)E HA

sont en bijection avec 1'ensemble

est associé 1'idéal I Ip==© x si p¥

tel que
d P P

liéaux bilatéres : En bijection avec SA\N(SA) .

trdres d'Eichler de niveau N : En bijection avec N(OA)\HA ;a

x ) €H: est associé 1'ordre 2' tel que 3! ~lg X .

= x5
v A p P PP
Classes_d'idéaux : Les classes des idéaux a gauche de 3

sont en bijec
“ion avec GA\HA/HR . Les classes des idéaux bilatéres avec

;A\N(@A)/(Hk” N(3,)) ., les types des ordres d'Eichler de niveau N ave

FRUH (S )

est fini.

théoréme fondamental 1.4 , on a

HA = HK HV c .,
infinie si K est un corps de nombres, et ou C
t ou :
ap ©st ouvert dans HA par
verifie la condition

‘i~dessus, on en déduit que le nombre de classes d’'idéaux est fini, en

“ilisant le dictionnaire alobal-adélimie.
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THEOREME 5.7 (Eichler, [3], [4]). si s wvérifie C.E., un idéal 3 qgauc

4'un ordre d'Eichler est principal si et seulement si_sa norme rédujte

appartient a PH .

COROLLAIRE 5.5. Le nombre de classes des idéaux bilatéres est fini. Le
nombre de types d'ordres d'Ejichler de niveau N est fini.

En effet, ces nombres sont inférieurs ou égaux au nombre de classes des

idéaux & gauche de 0 . Deux ordres d'Eichler de méme niveau étant COROLLAIRE 5.7 bis. Si S vérifie C.E., alors

toujours liés par un idéal (dont l'ordre a gauche est un de ces ordres, (1) Le nombre de classes h(D,N) des idéaux & gauche d'un ordre

et l'ordre & droite l'autre) puisque deux ordres d'Eichler de méme nives. i'Eichler de niveau N dans une algébre de guaternions H/K de discr
sont localement conjugués (ch.II), le nombre de classes des idéaux & minant réduit D est égal & h . -

gauche de 8 ne dépend pas du choix de © , mais plus exactement de sor ) '
{2) Le nombre de_types des ordres d'Eichler de niveau N dans H est

niveau N . Par contre, le nombre de classes des idéaux bilatéres de 3§ ) R . .
f{gal 8 t(D,N) = h/h'(D,N) , o8 h'(D,N) est le nombre de classes des

‘peut dépendre du choix de 6 , ou plus précisément du type de O . - . A
P P P P idéaux bilateres d'un ordre d'Eichler de niveau N .

NOTATIONS. On note h(D,N) = h(Ram H,N) le nombre de classes des ideaux {3) h'(D,N) est égal au nombre de classes au sens restreint des idéau
4 gauche de O , t(D,N) = t(Ram H,N) le nombre de types des ordres sppartenant au groupe engendré par les carrés des idéaux de R , les
d'Eichler de niveau N , et pour 1{i{t , h:(D,N) le nombre de clascc:[B ;343ux premiers divisant D et les idéaux premiers I tels gue IMIN
des idéaux bilatéres d'un ordre du tvype de Gi , quand Gi parcourt un avec une puissance m impaire.
systéme de représentants des ordres d'Eichler de niveau N .
t PREUVE : La norme réduite induit une application :
LEMME 5.6. On a h(D,N) = £ h.(D,N) . n
. 1 (e ° : N

i=1 A\ Ha/ By = RV /Ky

PREUVE : Les types d'ordres correspondent & la décomposition surjective, car n(H;)==K; » si vfRamH , et si vE€ RamH , RAZDK;'
. . 1 erpe , o , N . . .
HA = U N(GA)X‘ Hﬁ . Soit 6. 1'ordre a droite de 1'idéal Oxi . On a injective, car HACZGAHK d'apres le théoréme 4.3 d'approximation pour
) i
i=1 1
_ _ L i et n(B )=R", si pgS . On en déduit le théoréme et la partie
N(G, ) = x.lN(G )X, et 6] = x:16; x. . On en déduit que R P p (
i,A i AT 1,A i "i,A7d u corollaire.
6 H = 6. . G* ) JH /H® = 6 6. nNs, ) = o .
N(B )x;He = x,N(6, )JHZ et G \N(3,)x H/Ho LAl 1A)/HK iA noa :
h;(D,N) . K~ , si plD ousi PN, avec m impair
nne ) = { P,

En particulier, si le nombre de classes des idéaux bilatéres ne dépend Kp Rp, sinon.
pas du type choisi, et est noté h'(D,N) on a la relation : On en déduit que le groupe des normes réduites des idéaux bilatéres d':

h(D,N) = t(D,N) h'(D,N) . “rdre d'Eichler de niveau N est engendré par les carrés des idéaux de

L o ) ‘ ...J@ } et les idéaux premiers I divisant D , ou tels que I"IN avec une
C'est le cas quand S vérifie la condition d'Eichler (p. 95) : c'est '~ ) . ] ) ] R
Pulssance m impaire. Le nombre de classes des idéaux bilatéres de 93

application du théoréme d'approximation forte (th. 4.1 et th. 4.3). ) , o
“st egal au nombre de classes au sens restreint des normes des idéaux

DEFINITION. Soient KH==n(H) et PH le groupe des jdéaux de R engen- rilatéres. Il est donc indépendant du choix de 9 (parmi. les ordres de
drés par les éléments de K, . Deux idéaux I et J dans R sont "éme niveau). Le nombre de types d'ordres de niveau donné est donc égal

. . . . . . -1
eguivalents au sens restreint induit par H si IJ € PH . Comme

est fixé, on dira seulement "au sens restreint".

H/K "4 quotient du nombre de classes des idéaux (ce nombre est indépendant
U niveau) par le nombre de classes des idéaux bilatéres d'un ordre de
‘2 niveau.

On note h le nombre de classes des idéaux de K , au sens restreint.

On rappelle que K, = {x€K , x positif aux places réelles ramifiées EXERCICES : 5.5, 5.6, 5.7, 5.8.

dans H} . Donc h ne dépend que de K et des places réelles de

Dawm (u)
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ideé un ordre d'Eichler 9 un élément x €90 , un idéal bilatér. a=bctd , d=0 ou Nd{Nb et g positif aux places w€w
On considere un ,

, ; ; 3 ‘est-a-dire n(x)
entier I de O , tel que x soit premier a I, ce THEOREME 5.10. Si R est euclidien modulo

: : RamhoH ’ __tOUt R-ordre maxi
premier & n(I). Nous allons donner une généralisation du théoreme des

iz H est euclidien a gauche et & droite, guand S vérifie C.E.

progressions arithmétiques d'Eichler :

FREUVE : Soit a,b appartenant & un ordre © de H

a 1 - Il existe x,y€
sdui & a 1'en-
PROPOSITION 5.8. La norme réduite de 1'ensemble x+I est égale

-els que
mb n x) +J} ou J=INR , si S wvérifie C.E. f
semble K {n(x) EE— n(a) = n(b)x+y avec y=0 ou N(y) { Nn(b) et yEK, .
drifi i ! i ment. Si x=1, ‘ . '
PREUVE : On vérifie facilement que c'est vrai locale 5 n(a)a(d)  somt premiors entre eux, y#O . et 4'aprds 5.9, 1 exiere
on utilise 23 tel que
. - 1+1Tnx o\ _ l+”n %
a) la relation triviale n o . = 2€1ra avee ey . 10R < Ru(o)

>~ ' & .7, et 1'c:
b) si Hp/Kp est un corps, alors H {Lnr,u} d'aprés II, 1

I I est un idéal bilatére de 3 . On vérifie facilement que IZ=DH0

ol 1'on déduit qu'il existe c,d€d avec :

2. . r ] P 3
a le résul tat bien connu (Serre 1 ) que les unites de L COUQIUES <
1 modulo env i i i v S uar ités de K congrues
P s'envoient surjectivement sur le 1

a = betd , Nn(d) € Nn(b) .
i3 1 modulo pn .

£1 t une unité dans © pour toute place p telle que four se ramener & n(a)n(b) premiers entre eux, on suppose que 3 est
Si x X es n ' ‘

£0 ' 1 éne au cas précédent. 5i I_=0 on utilise qus » ordre maximal. On commence par remarquer que 1'on peut supposer que
I , et 1'on se ram > t. 8i I

p p

(8 )=1 On déduit le résultat global du résultat local gréce & 4.1 - b n'ont pas de diviseurs communs & gauche, si 1'on s'intéresse a
n = - n eau’
P

.‘euclidienneté a droite. Les R-ordres
4.3. On choisit pour y¢€ KHn {n(x)+J} ,

maximaux sont principaux si R
-5t euclidien modulo Ram H . On peut supposer aussi que les diviseurs

rréductibles P=9x & gauche de 1'idéal 2a
i'idéal

- z€H , nlz)=y , entier sauf peut-é&tre en w€S ,

sont distincts de ceux de
- o} = , YvEV et h_€x+I si p¥s .
h € , n(h_) Y P P

Ob . Nous allens en déduire qu'il existe un élément x€ 0 , tel
- 1 a . . s . p
Il existe u€ Hé , trés proche de =z lhve H, , sauf peut-&tre en une :te n(b)etn(a-bx) sont premiers entre eux, et le théoréme sera démontré.

s"it P un diviseur irréductible de On(b) dans 9 Si be€p

olace w€S . L'élément zu , de norme réduite y , peut étre choisi t«. alors
:7P et pour tout x€9 , a-bx¥P . Si bFP , alors a-bx€pP et
-bx' € P impliquent b(x-x')€ Pp

Jue zu€B et zu€ x+I .

, donc x-x'fP . Il existe donc une

finité de x€9% tels que a-bx§ P . Le nombre de diviseurs irréduc-
"'ples de OBn(b)

: = n .
JOROLLAIRE 5.9. Pour tout ordre d'Eichler % , on a n(08) K MR

L s . . Ldien.
lette proposition permet de décider si un ordre maximal est euclidie

étant fini, nous pouvons trouver x avec la propriété

a non-commutativité oblige & distinguer la notion d'ordre euclidien a -oxZ P , VYP[3n(b). Donc n(b) et n(a-bx)

sont premiers entre eux.
iroite et 3 gauche.

FIMARQUE (B. Beck). Les R-ordres non maxjimaux ne sont jamais euclidiens

£4r la norme, si K est un corps de nombres.

. , . . e s s
JEFINITION. Un ordre © est euclidien & droite si pour tout a,b

.1 existe c¢,d€3 avec

PPIUVE @ Si 0';2) est un R-ordre non maximal,

il existe x€0 mais
*#3' , et pour tout c€8' , Nn(x-c) ) 1

a="betd , d=0 ou Nn(d) ¢ Nn(b) .81 x=bta, o0 a,p€6',
‘:division de a par b dans ©0° est impossible.
‘““mple, n(b) et n(a)

; déf: - Dans ce contre-
& N est la norme définie par N(x) = Card(R/Rx) si x€R . On

e fagon naturelle les ordres euclidiens & gauche. ne peuvent pas étre rendus premiers entre eux.

3 . -~ n—
EFINITION. On dit que R est euclidien modulo W , ou W est un e

, : i a7t
emble de places réelles de K si pour tout a,b€R , il existe ¢

vec
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C - Formules de traces pour les plongements maximaux.

93
m de plongements maximaux de Bp dans Gp modulo G , et comme ¢
rombres sont finis et presque toujours égaux & 1 , cf. ch. II §3, est

mble fini de places de K , non vide, contenant les pla: nombre fini. Soit X un systéme de représentants de ces doubles clas
Soit X un ense e fini 4 ‘ . i ; \ s . .
infinies si K est un corps de nombres. Soient L/K une algebre quadr--B& La relation d'équivalence :
. - . Soient % un = ' L1 € , €1, c
tique et séparable sur K , et B un R-ordre de L Lo diecrimin Iatalal = ta1, ty tAE X . 1,.1,¢€ L, 1€L r g, €6,
. DN 1le dis ar
ordre d'Eichler sur R , de niveau N dans H , et ” N . sst équivalente &
. s es 2 2 i x de .
oduit des places, identifiées a des ideau
de ©® (D est le pr P X t.=t' et 1' =g'l.1 , E +71g ¢ NL =B!' , d'od (1) .
ramifiées dans H et n'appartenant pas a ). A A A A A A AA A A
Pour chaque p§S , on se donne un groupe G _ tel que @é: GPC:N(GP) ta seconde évaluation utilise latréunion disjointe :
—H' . Le groupe =TT ¢ est un sous-grou H' = U N(5.) x.
Pour v€S , on pose G =H e group vy VY AT T al *y H
. - - ) Y i - i -1
de HA . On note G——GAn . +t des objets adéliques Gél) = il GA Xy Gél) =%y GA X; corresy
dans H , maximaux par
On se propose de compter les plongements de L a it . 6 lant globalement & un systéme de représentants des types d'ordres
. i intérieurs induits pa
rapport @ 0/B modulo les automorphismes interi ¢ adéliqu: 'Eichler de niveau N , 5 (1) HN Gél) et aux groupes i) Hn G;
i isonnement a =
cf. 1.5 p. 26 et I1.3 p.43-47. On obtient par un ra ) 4ition *mus allons démontrer que :
. o lieia ai ¢rifie la condi t
" ule de trace ui se simplifie si 8§ wver:
une "form d 1) card(G \T /L ) L card(G ( )\N(@ l) )/H l) card(G (l) l)/L )
d'Eichler. i=1
: = 6* le nombre (1) (i) . (1) _ (i)
THEOREME 5.11 (Formule de traces). Soit m = m (D, N.B, ) le nombre H N Z)NE, T =T,N8& - Remarquons que
plongements maximaux de B dans 3 modulo Oé , pour pfS . Soier wrd(G(l)\ l)/L’) est le nombre de plongements maximaux de B dans
-ondements MaxlmauX de B, dans = i) (1) .
(I.) 1{i{h un systéme de représentants des classes des idéaux a modulo G - On a la réunion disjointe
. {ig (1) g
i 3 . . ombre de -
gauche de 2% G(l) l'ordre a droite de Ii , et T@. le n TA _ igl N(@A) %, Ti .
. (1) olil  ona:
plongements maximaux de B dans O modulo “mme G, EN(6,) et L'CT, , on a
(1) T7
Z mm.' = h(B) . g . PR s
jo1 ® pgs P GA\TA/L 1U1 G \N( ) %y Ti/L (réunion disjointe)
N . idé de B . .. i .
ol h(B) est égal au nombre de classes des idéaux “'autre part, card(GA\N(GA) X, T, /L) = Card(G;l)\N(Ggl))Ti/L) =
- i SUPPOSErols (i) a(i) (i) (i) .
PREUVE : Si |Im_=0 , la formule est triviale, aUSSleZS iie - (G TANG, /) caratet Iy L)
e so . . .
gu'il n'est pas nul. On peut alors plonger L di?; aentiil “‘tons Hé(l) _ card(GAl)\N(@(l))/H. et hy(B) = card(B'\L /LYY . Qu
s . =B ;s on I
pour toute place finie p#S de K, onait L I8, =By . 1e M- mb t t 1 bre de cl des idéau
. i longement donné. Considérons alors 1l'ensemble S E ces noi fe? sont respectivement le nombre de classes des a
r un .
watten | lmag? pa( ) glf tels que pour toute place finie pg§ de¢ ‘:latéres de 06''’ et le nombre de classes des idéaux de B . Les
& = = (X ,
adeles TA ® v A 1 e ‘“pressions (1) et (2) fournissent le
K on ait x_L x-Ine = =xB x_ 1) qui déerit l'ensemble des-plonger
! P PP p PPP .- . .
. 3 6 . La formule : ‘B -“EOREME 5.11 bis. Soit m = m (D,N,B,G) le nombre de plon ements
locaux de L, dans H, , maximaux par rapport a ‘P/%P . . I P L g_
traces résulte de 1'évaluation par deux méthodes différentes du nol ¥imaux de B, dans Sp modulo G, r 8d p#S . Soient o (1)
card(GAkTA/L')- "i{t un systéme de représentants des types des ordres d'Eichler g
. ¥ ' o= ne, - 2 (i)
. ; . L ou B B Ly 1 :
(1) card(GA\TA/L y = card(BA\LA/L ) card(GA\TA/ A) A A A ~féau N , et M le nombre de plongements maximaux de B dans

Remarquons 4'abord que card(GA\ 'I‘A/L'A)

est égal au produit des nomdr

. On a avec les définitions précédentes :

modulo Gi




t . .

£ Hé(l) mél) = hg(B) T m
i=1 p¥s

on en déduit le théoréme 1.

Les définitions locales (II.3 p. 43) des symboles d'Artin et d'Eichler,

ont des versions globales :

DEFINITION. Soit L/K une extension quadratique séparable. Si p est

. L
un idéal premier de K , on définit le symbole d'Artin (E) par :

1 si p se décompose dans L (Lp n'est pas un corps)
(&) =|-1 si p est inerte dans L (L /K est une extension non
p P ramifiée)
0 si p est ramifié dans L (Lp/Kp est une extension ramifi-.

DEFINITION. Soit d'une extension quadratique séparable

P . B
L/K . On définit le symbole d'Eichler (5)

B un R-ordre

égal au symbole d'Artin si

est un ordre maximal, et égal & 1 sinon. Le conductetu:

p€s , ousi Bp
f(B) de B est 1'idéal entier £(B) de R vérifiant f(B)p = f(Bp)
vp¥s .

Avec ces définitions, les théorémes II.3.1 et II.3.2 montrent gque si le

niveau N de 1l'ordre d'Eichler © est sans facteurs carrés,

B

T om@ne0e) = TT (-G T (1+@)
pfs P plD pIN

et selon que ce nombre est nul ou non, on a :

TT m (D,N,B,N(6°)) = 0 ou 1 .
p#s

On en déduit le

est un ordre d'Eichler de niveau N sans fac-

COROLLAIRE 5.12. Si ©

teurs carrés,

h .
L oml = ne TT -G TT (@)
=1 p\D P p|N P

et

mN;é)= 0 ou h'(B)

est le guotiz’
engendr:

selon gue le nombre précédent est nul ou non, od h'(B)
de h(B)

par :

par le nombre de classes du groupe des idéaux de B
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- les idéaux de R ,

- les idéaux premiers de B au-dessus d'un idéal de R

et dans B .

ramif

dans H

h(B)

K est un corps de nombres et

on calculera en pratigue par la formule de Dedekind [17, que

S=0 :
h(s) = n(L) N £®)] TT 1
pl£(B)

est le nombre de classes d'un

L - . -1
(1-(Z)Np ). [B[:B")

oi h(L)

ot N la norme de K sur @ . Par définition, si I

maximal BL de

est un idéal

R-ordre

entier de R ,

N(I) = Card(R/I)

11 est utile d'étendre la formule des traces (th. 5.11, 5.1lbis) &
les groupes G contenus dans le normalisateur de 8 , et contenant

1 , .
noyau O de la norme réduite dans O .

ZOROLLAIRE 5.13. Avec les notations du th. 5.11 et 5.11bis, si G

1 .
n groupe tel que 6 < GZ N(3) , le nombre de plongements maximaux ¢

jans ® modulo G vérifie :

m, = mg.fn(G') : n(G) n(B")]

l'indice écrit est fini d'aprés le théoréme de Dirichlet sur les un
:f. ch. V. En effet, il suffit d'écrire mg = card(G\T/L")
quer que quelgue soit le plongement f de L dans H maximal par
6/B , on a card(G\® £(L")/f(L")) = card(G\3 /f(B"))
n(3*) : n(G) n(B*)] . On en déduit que card(G\6't L°/L") =

~ard(G\&8°/t(L")) , ol T est 1'automorphisme intérieur associé

~

teT .

et de r

rapport a

.

zst indépendant de

La formule des traces permet de compter des nombres de classes de ¢

saison modulo G (définition I.4, p.27), c'est & cela qu'elle est

lestinée : elle permet de donner une forme explicite & la formule d.
rraces de Selberg, et & ses cas particuliers (trace des opérateurs
Hecke, fonction zé&ta de Selberg) quand les groupes proviennent d'alc
ie quaternions.

EFINITION. Une classe de conjugaison de H® est séparable si ses ¢

“ents sont les racines dans H' d'un polyndme Xz—tX+n irréductibl

séparable sur K . On appelle respectivement t,n la trace réduite

la norme réduite de cette classe, et Xz—tX+n

~igue.

son polyndme caracté:
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on rappelle (I.4, p.27) que la classe de conjugaison modulo G de héy (i)

st

) H' est indépendant de O(l) il est égal au nombre de classes de

.jéaux bilatéres d'un ordre d'Eichler de niveau N

-1
cglh) = {ghg™ ", g€ G} 2) si TAifﬂ » le nombre de types des ordres d'Eichler de niveau N dar

resquels B se plonge maximalement est égal a 1/[KA: RA n(TA)] fois
JOROLLAIRE 5.14. Soit Xz—tx+n un polyndme irréductible séparable sur

Y 1 ~
K , ayant une racine h€H" . Soit G un groupe tel que ©& < GZ N(9J)
Le nombre de classes de conijugaison dans 9 modulo G , de polyndme

.2 nombre total de types. En effet, si B se plonge maximalement dans

.1 de ces ordres O , les autres ordres dans lesquels B se plonge maxi

-alement sont les ordres a droite des idéaux 1

, avec I =3 x si
2 X+ t &qal A P PP
éri i - n est eqal a . . . ca P
caractéristique X 2 4 48, ot (x_)E€T_N TT H' . On utilise alors les théorémes 5.7, 5.8 de
! P A S P
Z m,(B) pg
B G

-lasses d'idéaux quand la condition d'Eichler est vérifiée.
b K(h) contenant h , et m,(B) est défi:.

ou B parcourt les ordres de (h) gcontenant G - :/ Le nombre de plongements maximaux de B dans O modulo G , s'il

.1 .11, s 4. . .

somne dans 513 ££ 2 -'est pas nul, est indépendant du choix de l'ordre d'Eichler 3 de

EXEMPLE : Calcul du nombre de classes de conjugaison de SLZ(Z) de trac

~iveau N . En effet, l'application naturelle : G\T/L' - GA\TA/L' est
réduite t# #2 . On obtient

e bijection, si TA = {x¢€ TA, n(x) €K'} . Elle est évidemment injec~
've, et elle est surjective car T!TG (HNT. )CG.T .
(2) I h(s) . ’ ATTAT AT
B 5 ‘s propriétés 1), 2), 3) démontrent le théoréme.
Si x*EQS est une racine du polyndme X°-tX+l1 , alors B parcourt les

ordres de Q(x) contenant x , et on pose iur que le théoréme 5.14 soit appliquable, il est utile de savoir quand

* nombre d qui intervient est égal & 1 . Dans ce cas, tous les ordres

. Eichler de niveau donrié ont le méme rdle.

(2) =

{ 1 , si @(x) contient une unité de norme -1

2 , sinon.

FEOPOSITION 5.16. Supposons que S vérifie C.E. Avec les notations du

e . . ra 3 t .
\ =0 , +1 on trouve 2 classes de conjugaison de trace reéduite o o .
ot ' _oreme precédent, le nombre de plongements maximaux de B modulo G

:ns _un ordre d'Eichler de niveau N est indépendant du choix de cet
rire, et égal & m, si H#M(2,K) ou s'il existe une place telle que :

Quand S vérifie la condition d'Eichler (définition §4, p.81), notée

C.E., le membre de gauche de la formule des traces se simplifie. On

obtient alors le v est ramifiée dans L

THEOREME 5.15. Si S wvérifie C.E., avec les notations des théorémes
5.11, 5.11 bis, le nombre de plongements maximaux de B dans 3 modul.
dm our 1/d des_types d'ordres d'Eichler de niveau X

v€S , v non décomposée dans L .

G est égal

; - f*EUVE : Comme TA:)LA N(OA) , on majore d par
et est edal a O pour les gutres, avec c = [KA: K- n(LA) RA n(N(GA))] et l'on utilise le théoréme 3.7. S'il
m = hG(B)/h T s *“iste une place v telle que K;?fn(L;) , Ou ce qui revient au méme v
pfs F st pas décomposée dans L , et telle que K; soit contenu dans le
a = [K; : R} n(T,)]

Ty . . . ) ' . f - . .
pe K n(LA) RA n(N( A)) , 1'indice d est 1 . Comme KV RA si

S - Elle est automati-
P 'ment vérifiée s'il existe une place infinie ramifiée dans H . Si P

- une place finie ramifiée dans L , alors K;==R§ n(L&) et d'=1

ol h est le nombre de classes des idéaux de R au sens restreint

induit par H .

+ la condition 2) est immédiate, pour tout H

. . 1 .
PREUVE : Le théoréme 4.3 d'approximation pour H  , et le fait que S P est une place finie ramifiée dans H , alors K; M n(N(Gv)) ot

vérifie la condition d'Eichler (donc GA33H; , v¥ Ram H) entralnent g- =]
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L/K non ramifiées étant fini, on
B dans

Le nombre d'extensions quadratiques
peut dire qu'en général les nombres de plongements maximaux de
6 que par l'intermédiaire de son niveau. Donc, en
8 modulo G , de

3 ne dépendent de
général, le nombre de classes de conjugaison dans
polyndme caractéristique donné, ne dépend de B gque par son niveau, si

S vérifie C.E.

COROLLAIRE 5.17. Supposons que S vérifie C.E. Avec les notations de
5.12 si K(h)/K wvérifie les conditions de 5.16 et si N

facteurs carrés, alors

h(B) B B
z 3TT (1-(2)) TT (1+(2)
h€B h p|D P p|N P

est _sans

est égal au nombre de classes de conjugaison dans ® modulo 87 , de

polyndme caractéristique éqal & celui de h .

On obtiendra facilement avec 5.12 et 5.13 les formules correspondantes
R 1
pour les classes de conjugaison modulo © ou N(3) .

EXERCICES

@ de discriminant réduit

. .2 Do s
i,j vérifiant 12 =-1, j°=23 , ij=-3J1

5.1 Montrer que le corps de quaternions sur
46 est engendré par

3 = z{l,i,j,(1+i+j+ij)/2] est un ordre maximal.

Q@ de discriminant réduit

.2

5.2 Montrer que le corps de quaternions sur i
est engendré par i,j avec i“=a , j =b.

un nombre premier p
ij=-ji et O est un ordre maximal quand :

p=2, {a,p} = {-1,-1} , 3 = 7 1,i,3, (1+i+j+ij)/2]
21,1, (i+9) /2, (1+i5) /2]

A1, (1+i+3) /2,3, (2+i+i]) /4]

U

p=-1mod 4 , {a,p} = {-1,-p} , 3

p=5 mod 8 , {a,b} = {-2,-p} , ©
p=1 mod 8 , {a,b} = {-p,-q} , 0 = L (1+3)/2, (J+aij)/2 . i3]

ol g est un entier positif congru a -1 modulo 4p , et a un

entier congru & *1 modulo q .
On pourra trouver dans Pizer [ 6] une méthode permettant d’'obtenir
explicitement les ordres d'Eichler de niveau N

a

soit isomorphe & 1'ordre ca:

A

a condition que l'ordre local en p

nique de l'exercice II, 4.4).

5.3 Soit p un idéal premier de R , premier au discriminant réduit

de H/K , o0 R, K, H

IT.2.4. T7T.2.6. ot TTT.5.1. montrer oue

(on autorise p -

sont définis comme dans le §5. En utilis:
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a) ¥n )2 , il existe des ordres dans H de discriminant réduit

Dpn qui ne sont pas des ordres d'Eichler

b) tout ordre dans
d'Eichler.

H de discriminant réduit Dp est un ordre

5.4 Démontrer que le normalisateur N(%) d'un ordre de H/K (notatic

du §5) vérifie :
N(G) = {xEH,XEN(Gp) vp ¥ s} .

Supposons que ® est un ordre d'Eichler. Démontrer que le groupe

N(8)/K"0" est un groupe fini isomorphe & (Z/2Z)™ od m est infé
rieur ou égal au nombre de diviseurs premiers du discriminant
réduit de O .

w
v

+
S=w , K un corps de nombres et h
de classes des idéaux de K

Soient le nombre

au sens restreint induit par toutes

les places infinies réelles de K . Montrer que

. + . . N .
a) si h est impair, toute algebre de quaternions sur K , non

ramifiée en au moins une place infinie, contient un seul type
d'ordre d'Eichler (sur l'anneau des entiers de K)

. + ~ N
b) Si h =1, avec les mémes hypothéses qu'en a) tous les ordres

de niveau dom

d'Eichler sont principaux.

En particulier si
que H®R > M(2,R)

K=Q , toute algébre de quaternions H/Q tell

contient un unique ordre d'Eichler & de nive
donné, 3 conjugaison prés. Cet ordre d'Eichler est principal. Si

DN est son niveau, alors le groupe
(Z/22)" ou m

(exercice 5.4).

N(G)/Q'®" est isomorphe &

est le nombre de diviseurs premiers de DN

'

5.6 Produit tensoriel. Avec les notations de ce §, soient Hi/K des
algébres de quaternions telles que

= ? =
D Hl HZ Hog}%
des R-ordres O, de H. , et t. , n. , d.
i i i i i
norme réduite, le discriminant réduit de Gi
si i+j=3 , h, €H,
i i

la trace réduite, la

, dans Hi . On pose

T(hi®hj) = t;(h;) tj(hj) N(hi®hj) =n;(h;) nj(hj) -

Vérifier la cohérence des définitions de T, N . Donner leurs pro-

priétés, en particulier montrer que T est K-bilinéaire, non

dégénérée. Soit 8 un R-ordre de D , et
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" = {x€Dp , T(x®)<=R} .

vérifier que N(":‘)*)_2 est 1'idéal engendré par
fage(Tlx;x4)) . 1{¢i16 , x; €3} .
*y-t érifi i+j=3 , est un
On pose d(8) = N(O ) . Vérifier que Gi®(9j , i+3

ordre de D vérifiant

®6.) =d4.4. .
a(0; 884 = d;ay

i = 3
En choisissant Ho = M(2,K) , et Go . 83
8 6 de
o

des ordres maximaux, on

obtient un ordre maximal
est le discriminant commun des ordres maximaux de D .
7 Montrer que dans M(2,K) un systéme de représentants des types des

ordres d'Eichler de niveau N sur R (notations du §) est formé

des ordres :

, ol I parcourt un systéme de représentants des

(NI R
R modulo le groupe engendré par les idéaux principaux

idéaux de .
taea J tels que a o

les carrés des idéaux, et les idéaux premiers
avec une puissance m impaire.

,.8 Matrices d'Eichler-Brandt (Brandt [1],[2]) (Eichler [8] p- 138).

ns sont c¢ § Y me de repréesen-
Les notatio elles du 5. Soit I. un syste P
tants des ideaux a gauche d'un ordre 3 donné. On construit des

matrices dites d'Eichler-Brandt

P(a) = (xi,j(A))
idé re d'idéaux
ol A est un idéal de R et Xi,j(A) est le nomb )
entiers de norme réduite A , équivalents a droite a I Ij -
i i i : I, st équl-
L'idéal A définit une permutation des indices £ : I,A e q

. On définit la matrice de cette permutation

valent a If(i) .
0 si 1i#3

. e - =1 .
L(a) (di.f(l)) 1.3 1 si i=3

i i ‘Eichler
Démontrer les propriétés suivantes : soit O un ordre d'Eic

a) La somme des colonnes de P(A) est la méme pour toutes les
colonnes. On la note c(A) .
b) Formules de c(A) :

c{a) c(B) = c(AB) si (a,B)=1

c(p?) =1 si plD

c(p?) = (p®T1-1)/(Np-1) si piDN

I R R L R ZE s St L NP S [V

D dont le discriminant d=d,
3 :

5.9 On garde les notations de ce §. Soit 1

710
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c¢) Loi de multiplication pour P(A)
pP(A) P(B) = P(AB) si (A,B) =1
P(pa) P(pb) = P(pa+b) si p!D
P(p?) p(pP) = 2 N(p)" p(p?TPTIN) phyn v (p,DN)

n=0
d) Les matrices de Brandt et les matrices de permutation engendre:r

une R-algébre commutative.

un modéle d'idéal bilatére
de H , définition I, p. 22. On dit qu'un élément x€H' est cong
multiplicativement & 1 modulo I ;» Ce que 1l'on écrit

o
X=1 mod I
s'il existe un ordre maximal ® , et a,b€7 tels gque
x=ab 1 + a,b premiers & I , a-b€71 .

a) Montrer que x=1 mod" I

a:be H'

si et seulement s'il existe deux éléme
tels que

X=ab_l .
et a-b€1I .

a,b,a+b,ab entiers , n(a),n(b) premiers & T

b) On étend naturellement 1la définition de congruence multiplicati:

N

a K , aux algébrecs de quaternions sur des corps locaux et aux

idéles. Un élément x€ Hy, est congru multiplicativement & 1 modulc

I , si ses composantes locales xp . pour p¥S vérifient

x =1
P

Quand ces notions sont définies, on note
ments de

mod“I .
P
X(1)

X congrus multiplicativement & 1 modulo I . Montrer que

vérifie C.E. alors Hé(l) Hé(l) est dense dans H;(I).

l'ensemble des é1é-
si S

c) Montrer que n(H(I)) = K. N K(J) si

H
vérifie C.E., un idéal a gauche d'un ordre
est engendré par un élément de H(I) si et seulement

si sa norme réduite est engendrée par un élément de KHn K(J)

J=RN I
d) Montrer que si S
maximal 6

Corestriction. Soit H/L

une algeébre de quaternions sur un corps
quadratique L . On se propose de déterminer la corestriction

D==CorL/Q(H) de H & Q@ , voir I, exercice 2.1. Montrer que si v

est une place de Q , et Hv le corps de quaternions sur Qv '

on a :
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D, =~ M(Z,HV)

s s e s
si v se reléve dans L en deux places distinctes, et s1 une

uné seule de ces places est ramifiée dans H .
Oon a @
D, = M(4,Qv)

dans les autres cas.

Symboles. Soit K/Q une extension quadratigque de discriminant

d=0 , oul (mod 4). Montrer que le symbole d'Artin
d
au symbole de Legendre (5).

L
(5)

est

et

égal

CHAPITRE IV

APPLICATION AUX GROUPES ARITHMETIQUES

Soit (Ki) un ensemble fini non vide de corps locaux. On considére 1l

jroupe

cl =TT SL(2,K]) .
i

on s'intéresse a certains sous-groupes discrets de covolume fini de
I

n

. Plus précisément, ceux obtenus en considérant une algébre de qua-
-ernions H/K sur un corps global K telle qu'il existe un ensemble

5 de places de K vérifiant :

(KV)VES =

(Ki) a permutation preés.
. Aucune place v€S n'est ramifiée dans H . Toute place archimédien

w'appartenant pas & S est ramifiée dans H .

les groupes jouent un rdle important dans différents domaines. Leur
atilité vient de ce qu'on peut bien les étudier en utilisant 1l'arithmé

rique des quaternions (chapitre III).
1 GROUPES DE QUATERNIONS

'n fixe un corps global K , une algébre de quaternions H/K , un ense
nle S de places de K contenant = et vérifiant la condition
i'"Eichler, notée C.E..On considére le groupe :
1
¢t = TT swn(2,k) .
vEsS v
v¥Ram H

‘e groupe est non trivial car S contient au moins une place non rami-
‘iée dans H . On note R==R(s) les éléments de K entiers aux place:
“‘appartenant pas & S , et on note 2 1'ensemble des R-ordres de F

2 s'intéresse aux groupes de guaternions de norme réduite 1 , dans les
‘rdres 9 €Q :

sl = {x€06 , n(x)=1}

ur chaque place v , on fixe un plongement de K dans K, . On chois

‘n prolongement ® :H " H; , ol



M(2,K) , si vfRamH
v
v = { H , si v€RamH
v
i . n déduit un plon-
ol M désigne le corps de quaternions sur K, On e
gement
w:H= 1] M(2,K) =6
vE€S
v€Ram H

sur un sous-groupe de gl . par abus, on identifie dans
aiffé-

. 1
qui envoie 3 . . : “
i ' ue gue deux plongements '
la suite Hv et Hv . On remar? q :
rent par un automorphisme intérieur de G® .

= p i 3 1 ' s0us-
THEOREME 1.1. (1) Le groupe w(Gl) est isomorphe & 3 . C est un

ini L i H est ur
groupe discret, de covolume fini de G . Il est cocompact si
Ccorps. l
jecti 1 ur G =TT snL(2,k) de G .
(2) La_proijection de ©(06~) sur un facte ; v
3 1 G' .
avec l#(E’#Gl , est isomorphe & 87 . Elle est dense dans

s . . s
PREUVE : La partie non triviale du théoreme est une application de

: . . .
théorémes fondamentaux I1I.1.4 et III.2.3. Les isomorphismes avec

1
! - ©est Oo_(27)
sont triviaux, car 1'image de O dans G' , avec 1#G e v

1,.1
écri . On
qui est isomorphe 3 6! . L'igée est de décrire le groupe HA/HK
pose :
1 1
! . T o T el
= .C avec C = v
v-e vES et V. vEs
vERam(H)
1 s_sen
rifiant :
Le groupe U est un sous-groupe ouvert de HA ve
1
1 1 1n u=05%.
= t
HA HKU e HK
D'ot on déduit une bijection entre
1
1,.1 ®
et u/ .
Hy/ Mg
D'aprés I1II1.1.4 et 111.2.3, on a = .
1 i t dans ut de covolume fini égal a T(H y=1
(1) Hy est discre a A
cocompact si H est un corps.
D'aprés III.4.3, on a @
1 i "= avec 1#G"
(2) Hé G" est dense dans HA , si G I SL(Z,KV)

On en déduit que :

.z \ res
i fini égal & 1 pour les mesu
(1) Gl est discret dans U, de covolume g
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de Tamagawa, cocompact si H est un corps.

(2) L'image de ol dans G'.C est dense.

on utilise alors le lemme suivant pour finir la démonstration du
théoréme 1.1,

LEMME 1.2. Scient X un groupe localement compact, Y

Z le produit direct X.Y , et T un_sous-groupe de Z

V sur X . On a les propriétés suivantes :

un_groupe_comp

de proijectio

a) Si T est discret dans 2Z , alors V est discret dans

est de covolume fini (resp. cocompact) dans 2

X . De plh
, si et seulement s.

a la méme propriété dans X

b) Si T est dense dans Z , alors V est dense dans X

PREUVE : a) On suppose que T est discret dans Z . Pour tout voisine

compact D de l'unité dans X , montrons que VN D
fini d'élément. En effet, XN (D.C)

n'a qu'un nombre
a un nombre fini d'éléments, supé-
VAD . Donc V est discret dans X
FTC Z . FVCIX des ensembles fondamentaux de

dans FV.C contient un ensemble fondamental de
T dans 2 , et que la projection de F sur X

T
fondamental de V dans X . On en déduit a).

rieur ou égal & celui de . Soient

T dans Z , et de V
X . Il est clair que

contient un ensemble

b) On suppose que T est dense dans Z . Tout point (x,y) ¢ X.Y est

limite d'une suite de points (v,w)€ T . Donc tout point

x€X est

limite d'une suite de points est dense dans X .

v€vV , et V

DEFINITION. Deux sous-groupes

XNY est d'indice fini dans X
de commensurabilité de X par rapport & Y

X , Y d'un groupe Z sont commensurab

si leur intersection et Y . Le degr

est
[x:¢] = [x: (xn¥))y:(x"y)]~t .

Le commensurateur de X dans Z est

CZ(X) = {x€z , X et xxx 1 commensurables!} .

1 ‘
DEFINITION. Le groupe ©(5 ) s'appelle un groupe de gquaternions de G

. . , 1
, gul est conjugué dans G

Un sous-groupe de G 4 un groupe commenst

rable avec un groupe de quaternions (donc de la forme m(@l) , pour un
“hoix convenable des données K , H, S, v , ) s'appelle un groupe
arithmétigue.

“ous laissons en exercice la vérification du lemme élémentaire svivant
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et Y deux sous-

un_groupe localement compact, X
gui sont commensurables. Alors X est discret dans 2Z ,
est discret dans 2 . De plus, X
est de covolume fini (resp.

MME 1.3. Soient 2

oupes de 2Z

et seulement si Y est de covolume

ni (resp. cocompact) si et seulement si Y

compact). Dans ce cas, on a :

vol(z/X)(X:Y] = vol(Z/Y) .

Y d'indice fini d'un groupe X est commensu-
[X:Y]

X est égal & X . Pour tout

‘EMPLE. Un sous-groupe
ble & X . Le degré de commensurabilité

ns X . Le commensurateur de
[X :xYx-l] = [X:Y] .

est 1'indice de Y
Y dans

$X , on a

'MARQUE. Takeuchi ([1] & [4]) a déterminé tous les sous-groupes arith-
tiques de SL(2,R) qui sont triangulaires, c'est-a-dire qui admettent
le présentation

T= v,y 7jl=‘/§2=)’§3=7172v3=$1>
1 les e; sont des nombres entiers, 2 $ ey { o . Il a
terminé aussi la classe de commensurabilité d‘un groupe de quaternions

yns SL(2,R).

€0 , sont commensurables deux

ROPOSITION 1.4. Les groupes ol , pour
deux. Le commensurateur de 1'un deux dans H*

REUVE : L'intersection de deux ordres de £l est un ordre de Q . Pour

>ut ordre ©€ , on a vu que Gl est discret dans U , de covolume

ini. La proposition en résulte immédiatement.

6EQD sont commensurables

SROLLAIRE 1.5. Les groupes w(Gl) pour
sux a deux. Le commensurateur de l'un deux dans
' = 171
v€s
vfRam H

GL(2,KV)

Zo(H") , ol Z est le centre de G° .

st égal &

REUVE : La premiére partie résulte instantanément de la proposition 1.+
i x€G° @(Gl) , i1 induit un automor-

hisme intérieur X

appartient au commensurateur de
fixant ©(H) . Tout automorphisme de ©(H)
x € Zo(H") . Inversement il
o(6h)

fixant

(K) point par point est intérieur. Donc

st clair que Z®(H') est contenu dans le commensurateur de

lans G° .
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DEFINITION. Soit I un idéal bilatére entier d'un ordre 0€Q . Le noy

1 1 '

5 (1) dans O de 1'homomorphisme canonique : 6 = 6/1 s'appelle le
qroupi de congruence principal de ol modulo I . Un groupe de congrue
de O modulo I est un sous-groupe de o! contenant @l(I)

Les groupes de congruence sont des groupes commensurables entre eux

On a :
(ol :ol(r)) ¢ (o:1] .

5i 0' est un ordre d'Eichler de niveau N , contenu dans un ordre max
mal ® , alors le groupe G'L!

1'idéal bilatére

est un groupe de congrence de 3l modulc
N3 . Les groupes ainsi construits avec les ordres
1'Eichler, et les groupes de congruence principaux sont des groupes poul
lesquels on a certains renseignements arithmétiques :

- valeurs des covolumes, indices (théoréme 1.7)

- valeurs des nombres de classes de conjugaison de polyndme caractéristi
jonné (IILS5.14 et 5.17).

C'est partiellement pour cette raison, qu'on les rencontre fréquemment.
“ne autre série de groupes est parfois rencontrée (pour la méme raison).
N(o(6l)) o(8%) , od
est un ordre d'Eichler. Les groupes quotients N(w(Gl))/w(Sl)
ype  (2,2,...).

Ce sont les normalisateurs dans Gl

des groupes

sont ¢

On déduit de IV.5.14, 5.16, 5.17, et exercice 5.12 la proposition
suivante

,, 1
FROPOSITION 1.6. Tout groupe ©° , pour 3£, contient un sous-groupe

:indice fini ne contenant pas d'éléments d'ordre fini différents de
Junité.

. . 1
-4 relation T(H")=1 , sous la forme vol(Gl.C/Ol) =1
o(sl)

‘ » nous permet de
alculer le covolume de dans Gl :

vol(al/a(51)) = vol(c)™!

“ur les mesures de Tamagawa. En utilisant la définition de :

c= TI wt TT st
vES et v pgs P
v€Ram H
- Peut aussi calculer les degrés de commensurabilité globaux, a partir
S degrés de commensurabilité locaux.
“HE &
OREME 1.7. Le deqré de commensurabilité de deux qroupes 5t 5l

’

ar ) , 2 . ,
U ,8'€Q est égal au produit des deqrés de commensurabilité locaux
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1,-1
(ol .52 = TT fol.s:l] =TT vol(Ol)vol(SE’) y b
pgs PP p#s P
Pour les mesures de Tamadawa,
- 1

vol(gl/eolyy™t =TT vol(Hi) T vol(®.) .

v€Ram H p%s

et vE€s

Les formules explicites (II, Exercices 4.2, 4.3) de volumes locaux pour
les mesures de Tamagawa, ont été obtenues pour les groupes de congruence:
brincipaux obtenus avec les ordres d'Eichler. En les utilisant, on

obtient par exemple le

COROLLAIRE 1.8. Si 3 est un ordre maximal,

-IRamel
3/2 -3/2 -2
vol(Gl/e(01)) = ¢ (2)(4m?) DK/ T p-1) 1T 0p3/2%(1-wp7%)
K pERam H p€snN p
pQRame
Nous allons donner d'autres exemples.
EXEMPLES : 1) H est une algébre de quaternions indéfinie sur @ . i.e.
HR==M(2,R) alors le covolume de Gl , si ® est un Z-ordre maximal -:
2 ’ 03 .
%; T (p-1) , ot D est le discriminant réduit de E .
plD

2) H=M(2,@(V=1)) et o'=swL(2,z(V=1)) ,
i 1 ture arithmétique : on ne sait
8CQ(V:E)(2) nombre dont on ignore la na q

1
pas s'il est transcendant. Le groupe ]

alors le covolume est

est parfois appelé le groupe

de Picard.

3) H

ramifiée en p

est une algébre de quaternions sur @ . ramifiée a 1'infini non

et S={x,p} . Pour un ordre maximal 3 , le groupe >

est un sous-groupe discret cocompact de SL(Z,Qp) et de covolume

fz-(l—p'2)-77' (g-1) , ot D est le discriminant réduit de ¥ -
qlp

4) Groupes de congruence. Soit K un corps local non archimédien, d'at

neau des entiers R , et soit p une uniformisante de R . Pour tout
on a défini (II, p. 55) dans l'ordre d'Eichler canonigu

dont ¢

entier m»1 ,

: " 2,K) 1 T (p™ 2T (p™ 2T(p™
de niveau p R de M(2,K es groupes olP 1 .
a calculé les volumes pour la mesure de Tamagawa. Considérons maintena:
un ensemble de places S vérifiant C.E. pour un€
algébre de guaternions H/K , et R
pour v§S . Pour tout idéal N de R,

D de H/K , soit © un R-ordre d'Eichler dans H de niveau N . T

1 m. N P < R

un corps global K ,
1'anneau des éléments de K entil::

- - faiig
premier au discriminant rédult
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e oo N s s
lp' K Kp , Ou Kp est un corps local non archimédien. on peut prolc

ger lp en un plongement de H dans M(2,Kp) . noté de la méme facor

tel que 1p(®) soit l'ordre d'Eichler canonique de niveau

m
PR .
L'image réciproque par i

m
par des groupes Fo(p ) et T(p™) est respec
et O7(p ) . On Aéfinit des groupes de congruence de tyr

mixte en considérant les sous-groupes [ de 31

tivement ot

définis par :
ro(pm) si p!No

F=ix€ol i ) €40 (™ sioply, . on pfiw Y

si p'N2

pcur toutes les décompositions N =

N

NON1N2 de N en facteurs NO , N

2 premiers entre eux. On peut considérer alors un plongement
4" dans G°=I GL(2,K ) ou vE€s,

® de
> ) v#Ram H , et 1'image u(T)
dans G~ . Le volume de o(I')\aG pour la mesure de Tamagawa se calcul
explicitement. On a :

mais

-| Ram_H|
vol(o(TI\Gh) = (ar?) = 1372

C(2).TT (3vp-1) .8 8% 83,11 (14np™
K K PID o "1 72 p‘N
1T -8p™2). TT  p=3/2
p|NlN2 pEs p
pZRam H

2

1-Np “) .

On remarque que ces volumes dépendent uniquement des données

. (2) , 'rRamoul , D,
K m, NN, N, , S .

: DK ,

5) Groupes arithmétiques. a) Les groupes arithmétiques de SL(2,R) sor

les groupes commensurables aux groupes de quaternions définis par les

zlgébres de quaternions H/K sur des corps K totalement réels K

7

telles que H®R = M(2,R)®H"! , o0 n = "k:q] , et par S=w .
531 6 est un ordre maximal de H sur l'anneau des entiers de K , si
- - 1
est 1'image de 3 dans SL(2,R) par un plongement de H dans
%(2,R) , on a pour la mesure de Tamagawa :
1 _ 3/2 2,1-K:q]
voL(TT\SL(2,R)) = €,(2) D2/? (an?) 17K T ()
. p|D
gD DK est le discriminant réduit de H/K .
%) Les sous-groupes arithmétiques de SL(2,C) sont les groupes commen-
Surables aux groupes de quaternions ainsi définis : H/K est une algébr

? quaternions sur un corps de nombres

[ K telle que
i2R = M(2,¢) @ g-KiQ.-2

, et S=w . Si 0

est un ordre maximal de H
fur 1'anneau des entiers de K , et T3

une image isomorphe de 3l

1

Le nombre m dérend As n

hior Arn+AnAn
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dans SL(2,C) , on a pour la mesure de Tamagawa :
2 2,2-[Kk:Q@) -
vol(TN\sL(2,0)) = ¢ (2) D22 (ar?) ( 1T (wp-1) .

plD

c) S1 p est une place finie d'un corps global K , les sous—groupes
arithmétiques de SL(2,K_) sont les groupes commensurables auX groupes
de quaternions ainsi définis

- si K est un corps de fonctions, S={p} , H/K non ramifiée en p

Y

- si K est un corps de nombres, H/K est totalement ramifiée a 1l'in-
fini, c'est-ad-dire Ram,H=c , non ramifiée en p , et s={p} .

Si B8 est un ordre maximal de H sur l'anneau des éléments de ?
entiers aux places n'appartenant pas a S , et Tt 1'image de O
dans SL(2,KP) , on a pour la mesure de Tamagawa :

1 - 3/2 1=3/2 (1 _xp72) TT (Np-1).(ar?)™D
vol (T \SL(z,Kp» = QK(Z) Dy Dp ( p ) olp

ol n=0 si K est un corps de fonctions, et n==[K:Q] sinon.

6) Groupe modulaire de Hilbert. Si K est un corps de nombres totale-
ment réel, et si H=M(2,K) , alors le groupe SL(2,R) ol R est
1l'arneau des entiers de K s'appelle le groupe modulaire de Hilbert.
C'est un sous-groupe discret de SL(2,R) K:Q] , et pour la mesure de

Tamagawa, On a :

: 2,-LK:Q
vol(SL(Z,R)\SL(Z,R)[K'QW) = QK(—l) (=27°) ( ] .

Ceci se voit en utilisant la relation entre CK(Z) et QK(—l) obtenu:

avec l'équation fonctionnelle :

3/2 (_op2y-Tke@l _ gy
CK(z) Dy (-2m<) CK( )

7) Soit H/K une algébre de quaternions. Si S est un ensemble de -
places vérifiant C.E., alors S' = {v€s , v?Rame} vérifie C.E. Si
3 est un ordre sur 1l'anneau des éléments de K entiers aux places
vES , alors 0' = {x€% , x entier pour v£€ Rame} est un ordre sur
1'anneau des éléments de K entiers aux places vgs' . Il est facilf
de vérifier que sl-05'? . On en déduit que dans 1'étude des groupes ¢:

quaternions, on peut supposer que Ramen s=g.

m
2 SURFACES DE RIEMANN

Soit ¥ le demi-plan supérieur, muni de sa métrique hyperbolique
2 —

¥ ={z=(x,y)€R" , yd>0} , as® =y2(®g+dy% .
Le groupe PSL(2,R) opére sur ¥ par homographies. Un sous-groupc
cret, de covolume fini, I'C PSL(2,R) définit une surface de Riemanr
T\¥ . on considére celles qui sont associées aux groupes de quater
T sL(2,R) , d'image I'< PSL(2,R).
Les résultats de III.5, IV.l permettent aisément d'obtenir
- le genre
- le nombre de points elliptiques d'ordre donné

- le nombre de courbes géodésiques minimales de longueur donnée (§3

On en déduit des exemples simples et explicites de surfaces riemanr:

isospectrales (pour le laplacien) mais non isométriques (§3).

DEFINITION. Une homographie complexe est une application de CUx
€Je de la forme :

z > (az+b)(cz+d) ' =t , on g = (2 316 GL(2,C) .
On pose t=g(z). On note X = {x, x*~ X!} pour tout ensemble X= GL

On s'intéresse désormais uniquement aux homographies réelles, indui
par SL(2,R). On a :

Y=y !cz+df_2 .

Ces homographies conservent donc le demi-plan supérieur (inférieur)

et 1l'axe réel. En différentiant la relation donnant t , on a :

dat = (cz+d)_2 dz .
On en déduit deux conséquences :
1) 8i ¢#0 , le lieu des points tels que lat! =lazl est le cercle
cz+d! =1 . ce cercle appelé le cercle d'isométrie de 1 'homographie,

joue un rdle important dans la construction de domaines fondamentaus>

explicites des sous-groupes discrets I'c PSL(2,R) dans ¥

2) PSL(2,R) opére sur ¥ par isométrie sur le demi-plan supérieur
Mmuni de sa métrique hyperbolique. Le groupe d'isotropie du point
1=(0,1) dans SL(2,R) est SO(2,R). L'opération de PSL(2,R) sur

2st transitive. On a donc une réalisation :

# = SL(2,R)/SO(2,R) .
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peut parler de longueur, d'aire, de géodésique pour la métrique hyper-

.ique sur ¥ . On obtient :

.

)
centré sur 1'axe réel, S ds = 892 d9/sinf = |Log |tg(91/2)/tg(92/2)|
1

. . , H 'y &
"INITION. La longueur hyperboligue d'une courbe dans est 1l'inte pans les deux cas, on retrouve la formule donnée.

ale
COROLLAIRE 2.2. Soit N un nombre réel positif. Pour tout point z €3X
o

Q ldaz| y—l
2 ie partie réelle nulle, on a :

ise le long de cette courbe.
Log N = d(z_,Nz_) = Inf d(z,Nz) .

z€H

surface hyperbolique d'une aire dans ¥ est 1'intégrale double :
SS y_2 dx dy

ise & l'intérieur de cette aire.

s géodésiques hyperboliques sont les cercles centrés sur l'axe réel

es droites orthogonales & 1l'axe réel incluses)

ANz

axe réel est la droite a 1'infini de ¥ .

(N-1)°

PREUVE : d(z,Nz) = Arc cosh (1 +T (l+x2/y2)) est minimum pour

x=0 et vaut alors Log N .

PROPOSITION 2.3. L'aire d'un triangle dont les sommets sont & 1'infini

groupe des isométries de H est isomorphe & PGL(2,R) . A

. . . . PP N
L'aire commune de ces triangles pourrait servir de définition & la

b)E GL(2,R) on associe 1'homographie
d valeur T .

t = (az+b)(cz+<:1)—1 , si ad-bc > O ‘
_ - ) PROPOSITION 2.4. L'aire d'un triangle hyperbolique d'angle aux sommete
t = (az+b) (cz+d) , si ad-bc o . 5 8 , N
1 9y 93 est égale a ﬂ——el— 92- 93 .

OPOSITION 2.l1. La distance hyperbolique de deux points Z,12, €H es

ale 3 :

PREUVE : La formule est vraie si tous les sommets sont & 1l'infini. On

;tilise la formule de Green si aucun sommet n'est a 1'infini : si C.
i

.

= —z 12 . - A - -
d(zl,zz) Arc cosh (14-]21 z, /22122| $=1,2,3 sont les cdtés du triangle SS y 2(h<dy -z ax/y
- i-c,
i
EUVE : .
z ’ el C3 e
2 R P~
. 2, RSNV
L s y 1%y .
/: N 6 /./ h 7 r\‘ \\
Z1 ’ e ' ' Y \
' / P2 \ — i .

. . o
la géodésique entre les deux points est une droite verticale, dx/y = S 2 r sin u/(-rsin u)du = o
C o :

Y
= ‘S 2 dy/y‘ = lLog(yz/yl) . Si la géodésique est un arc de cercle 1
Y
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= q, +o_ +a La rotation totale de la dérivée nor-

1 2
male le long du triangle est 27 ,

8 est 7-6 . On en déduit 27 =L@ -B6)+L &, , d'ou I =
i i
On se raméne & un de ces deux cas quand 1l'un des angles est nul (le

L'aire est donc 1 3 -

et celle autour d'un sommet d'angle
- -
1S 9l 5 93

sommet correspondant & 1'infini). Par triangulation on calcule l'aire

d'un polygone.

COROLLAIRE 2.5. L'aire d'un pdlygone hyperboligque d'angles aux sommets

, . _ _ 6 ).
61,...,6n est égale & (n-2)7 (91+...+ n)
EXEMPLE : Un domaine fondamental de PSL(2,%Z). Le groupe PSL(2,7) est

engendré par les homographies
t = et t =

que le domaine hachuré ci-contre - :

z+1 -1/z . On vérifi:

un ensemble fondamental

F:{zEC, Imz> o, lzl >/ll -%(Rez"*g

C'est un triangle dont un des sor-

mets est & 1'infini. Son aire es:
mT-27/3 = T/3 . Elle est égale &

1'aire du triangle non hachuré, .

: est aussi un ensemble fondamental

1 SL(2,7)

dans ¥ .

On déduit de la suite exacte d'applications continues :

1

I — SO(2,R) 2> SL(2,R) =¥ — 1

est 1'inclusion naturelle, et ®(g) = g(i) , une mesure de Haar
SL(2,R) par compatibilité avec la mesure hyperbolique de H et

une mesure de Haar df de SO(2,R).

ou 1
sur
On la note :

y_2 dx dy 49 .

I1 est faux en général que pour un sous-groupe discret de covolume fi::

T=ZSL(2,R) 1l'on ait pour ces mesures :

(1) vol (T\¥) vol(so(2,R) = vol(T\SL(2,R)) .

Cela est vrai si T opére sans points fixes sur d3 .

SL(2,R) est égale a
vol(SO(2,R)) =T .

COROLLAIRE 2.6. La mesure de Tamadgawa sur

y 2 ax ay @9 , ou aé

est _normalisée par

T

PREUVE : D'aprés 1.6, le groupe SL(2,Z) posséde un sous-groupe

d'indice fini ne contenant pas de racines de 1'unité différente de 1
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Un groupe avec cette propriété opére sans points fixes et fidélement

¥ . D'aprés 1.3, on a

vol(T\SL(2,R)) = vol(SL(2,2)\SL(2,R)) (sL(2,7) : I

D'autre part, si F est un domaine fondamental de

alors UYF , y € T\psL(2,7)
donc :

PSL(2,%Z) dans ¥

est un domaine fondamental de T dans H

vol(Tiu) =

Vol (PSL(2,Z)\¥) [PSL(2,%) : 7]

comme [SL(2,7) :T] =

2(PsL(2,7) : T] , on déduit de (1) la relation

(2) vol(PSL(2,Z)\¥) vol SO(2,R) =

2 vol(SL(2,Z)\SL(2,R))

On a vu dans l'exemple précédent, et 1) du §1 que :
/3
vol(SL(2,Z)\ SL(2,R)) =

vol(PSL(2,Z)\ 4) = pour la mesure hyperbolique,

2
/6 pour la mesure de Tamagawa.

D'ou le corollaire 2.6. Dans la démonstration,

te on a obtenu également 1
propriété suivante.

COROLLAIRE 2.7. Soit T

un groupe arithmétique. Le volume de T\¥ pC
la mesure hyperboligue est égal a
1 1, si -1¢T
7 X vol(TisL(2,R) x { calculé
2 , si -1€T

pour la mesure de Tamagawa.

Ceci permet de calculer avec 1.7 les volumes hyperboliques de f\ﬁ

On considére une homogra

nsi phie réelle non triviale, associée &
1= (L g) € SL(2,R).

Elle a deux points doubles dans

CUo
1) distincts, réels si (a+d)?) 4
2) distincts, complexes conjugués, si (a+d)2 {4
3) confondus si (a+d)2==4 .
n voit ceci aisément, car 1'égalité :
T = (az+b)(cz~l~d)_1 est 4guivalente & 2

cz” +(d-alz-b = 0 .
- discriminant de 1'égquation quadratique est (d+a)2—-4

‘EFINITION. Dans le cas (1), l'homographie est dite hyperbolique. Sa

2rme ou son multiplicateur est égal & N==K2 , ol A
-fopre de g strictement supérieure & 1

*Ns le cas (2), elle est dite

QUL est 4gal & N=22 . an

est la valeur

el}igtigue. Son angle, ou son multiplica
i

A =a e+ Vo en ) A B
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0B <m .
Dans le cas (3), elle est dite parabolique.

Ces définitions ne dépendant que de la classe de conjugaison de g dans

GL(2,R) s'étendent aux classes de conjugaison.

erboligue de norme N .

PROPOSITION 2.8. Soit ¢g une homographie h

Oon a :
' Log N = d(z_,g(z )) = Inf d(z,g(z))
0g o g o L€H
pour tout élément z, & artenant 3d la géodésique joignant les points
doubles de g . )
(P)
* S
PREUVE : Comme GL(2,R) opére ~TogN >,
’ N
par isométrie, on peut se K .
3 g \
ramener & g(z) = Nz , et / ‘
utiliser 2.2. A= 3(a) B=35(B)

Compactification de ¥ . On compactifie ¥ en le plongeant dans l'espa

HURUx , muni de la topologie obtenue en considérant comme systéme
vy yoou

A N P s rts
fondamental de voisinages a 1'infini les voisinages ouve

définis ci-dessous :

—\

1111 11170010711 1011100

b4

+e)

A

oRk--

= {z€H , d(B-z) {y’

={z€¥ , Im z> 0} , pour AER:Vy

: V.
pour o v

Domaines Fondamentaux. On rappelle un certain nombre de résultats class:-
ques sur la construction de domaines fondamentaux.

Références : Poincaré [ 1], Siegel [3]. ' :
Soient ' un sous-groupe discret de SL(2,R) , de covolume fini, et

le groupe des homographies associées a [ .

i ! i ! rice
1 - Pour tout élément zOE H , qui n'est point double d'aucune mat

elliptique de T (l'existence d'un tel point est facile & démontrer).
l'ensemble
F={z€4, dlz,z ) (a(glz),z) VvgET}

est un polygone hyperbolique et un ensemble fondamental de

' dans ¥ -

17

sont en nombre pair, et congrus deux a deux modu

2 - Les cbBtés de F
(C,rg;(c.)) , 1¢in

On peut ainsi les regrouper par paires

3 - Le groupe r

:éi 1€ i¢n} .

est de type fini, et engendré par les homographies

3 provient de ce que {JF, g€T} forment un pavage de ¥ , gi g€rl
1l existe §' appartenant au groupe engendré par les éi tel que
gF=g'F , d'ol g=g' . En utilisant encore un argument de pavage, on

voit que :

4 - Un cycle de F
HJURUo

la forme

étant une classe d'équivalence de sommets de F
modulo I, la somme des angles aux sommets d'un cycle est 4.

2T/q , o0 g est un entier supérieur & 1 , ou

q=o .

DEFINITION. Un cycle est dit

hyperboligue, si q=1 ,
elliptigue d'ordre q , si
parabolique, si g== .
L'angle 27/q
' 2n
1'angle i

e

a7 1, qFe ,

est 1l'angle du cycle. On notera eq le nombre de cycl:

DEFINITION. Un point de B URUow est dit elliptigue d'ordre g (res;

paraboligue ou une pointe) pour I s'il est point double d'une homog)

phie elliptique d'ordre q (resp. parabolique) de T

Il est facile de vérifier que les cycles elliptiques d'ordre q forme
un systéme de représentants modulec I des points elliptiques d'ordre
9 - Il en est de méme pour les points paraboliques. L'intérieur de F
ne contient aucun point elliptique, ni parabolique. La réunion de ¥

ies pointes de I est notée ¥ .

Recherche des cycles. On trouve les cycles ainsi : soient
*
F dans X

lans un sens donné & 1l'avance. Pour trouver le cycle de A , on parcot
) AL x
le cHté

A,B,C,...

lorsque 1'on parcourt la frontiére de F

les sommets de

AB==C1 puis le c8té congruent A'B' = gl(Cl)
*hoisi. On garde

dans le sens

B'=A, , et on parcourt le c&té suivant C
92(02)
A:=Am . L'entier m

5 puis 1
~0té congruent dont on garde 1'extrémité Aj... Jjusqu'ad ce g
l'on retrouve est la longueur du cycle.
YXEMPLES :

-} Le_domaine fondamental du groupe modulaire

PSL(2,27)
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- une pointe {o} , un cycle {a,c} point elliptique. Son denre est donné par la formule classique
d'ordre 3 , et un cycle {B} 2-2g = pes-a
d'ordre 2 . Le groupe est engendré S
B i mour toute subdivision polygonale comportant P polygones, S sommets,
A, c par les homographies z 2 z+l et ! N _ .
i N A aretes. Soit s le nombre de cycles du domaine fondamental F , et
/ i :\ - -1 i . b m
- O z /z supposons les paires (C;,§;(C,)) non congrues modulo I . on a alors,
i‘aprés 2.5 :
— *
- f% vol(f\#') = 1-n+ £ e /q=1-n+s- & e dLL1_o |
g1 9 gy1 9 4
) Dans l'exemple donné par la figure

‘n a donc :
ci-contre, nous avons deux pointes

{a,C,E} et {«} et deux cycles
d'ordre 2 : {B} , {D} .

FROPOSITION 2.10. Le genre de la surface de Riemann f\H*

est donné pai
2-2g9 = - vol (Ti#™) + ¢ o 921 4 ¢

1
o7 o1 . -

'OROLLAIRE 2.11. si [

he contient gque des éléments hyperboliques, le
ionre de la surface de Riemann compacte T\¥

12 . I1 est donné par :

A c E

est strictement supérieur

EMME 2.9. Le nombre de cvycles elliptiques d'ordre q est égal a la

2-2g = - & vol(F\n*) .

.. . ~ - =
oitié du nombre de classes de conjugaison de T de polyndme caracte

-istigue X2-2cos(2ﬂ/aq)X-+l , ol a est l'ordre du centre de T .

2 peut 4 1'aide de 2.7, 2.8 calculer explicitement le genre des groupes

2 quaternions. On remargue que g

é 3 étant un nonmbre entier, le nombre
JREUVE : Les deux nombres définis par (1), (2) sont égaux a eq :

r 1 f

T ( ! ) st rationnel
: i l 2 .
l) Le nombre de classes d'equlvalences modulo - de 1'ensemble ol H e

=
!

s = {z€H, elliptique d'ordre ql = {z¢€H, ” cyclique d'ordre qt

el suggére de remplacer la mesure hyperbolique par la mesure arithmé-
:igue, dite d'Euler-Poincaré :

» TZ est le groupe d'isotropie de =z dans T .

_ dx dy
j i a I' des sous-groupes 5 .
2) Le nombre de classes de conjugaison dans 7y
.ycliques d'ordre 2g si 1T , d'ordre q si -1%T , i.e. d'ordre

i notera vola(X)

la surface d'une aire calculée pour cette mesure.
e

. relie les mesures de Tamagawa et les mesures arithmétiques avec 2.7

yeux éléments g ., g d'ordre ag dans un groupe cyclique d'ordre

jugués. §'ils 1'étaient 2 1 si -1€T
\q? a contenu dans T ne sont pas conjugués. S'ils 1l'etaient, on

Vola(f\ﬂ) = - 772 Yo1(T\SL(2,R)) x [
T 1/2 si -1#T

. déduit des exemples 5), 6) du §1 le corollaire suivant.

urait g'=9"g 9"_1 , g"€T et g"(z)=z . Donc g" commuterait avec
: 1] [}

i, et g'=7%g . Comme ag#2 la trace commune de g et de g' n'est
it e oo 2. “ROLLAIRE 2.12. Si K
mn en déduit le lemme 2.9. .12, si

:tionnel.

~ionnedt

S.(-1) est

est un corps totalement réel, alors

explicitement les
‘e lemme avec III, 5,14...17 , permet de calculer P

1 roupes de quaternions. ~est un cas particulier du théoréme de Siegel affirmant que les nombres
ombres eq pour les g p

:{l-n) pour n»1 sont des nombres rationnels.
a surface f\H* est compacte. C'est une surface de Riemann (Shimura
'

6]) localement équivalente 4 ¥ si 1l'on n'est point au voisinage d'ur
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mbre e de pointes pour un groupe arithmétique n'est pas nul si es extensions cyclotomiques quadratiques de
s+ NoO =)

Q@ étant Q(x) et Qly)
.zvec X , Yy solutions de x"+1=0 et y2+y+l=() , et racines de 1l'unité

A

seulement si ce groupe est commensurable a PSL(2,%). Pour les groupe

ur le nombre de pointes ordre 2 et 3 , on voit que e =0 si q#2,3
; congruence T(N) et T _(N) , les formules po

On vérifie aussi que

. : : 2 tions ci-dessus n'ont s de solutions dans [ si ) si
suvent &tre trouvées dans le livre de Shimura [6]: p. 25. ‘es equations pa a N2 1 ou

gl)2 . Comme fo] et ny] sont des ordres maximaux dans Q(x) et
KERCICE. Soit le groupe des automorphismes propres_de la forme quadra- siy) . d'aprés le chapitre II, exercice 3.1, on a e, = 0 si 4N et
tigue ;3=O si 9lN . sinon e, et e; se calculent avec III,5.17. La
x2-+y2-D(z2+t2) -ondition d'Eichler étant vérifiée, un ordre ©

contient un élément de
-srme réduite -1 , et si B=Zx] ou Zy] , on a (n(3"):n(B")l=2 .
‘n a donc, si N==NO .

od D est un nombre entier supérieur ou égal a 1. Montrer que

1) T est le groupe des unités de norme réduite 1 de l'ordre

6 = 21,1 j,ij] de l'algébre de quaternions H/Q engendrée par

’

e, = 1T (1-(ZH) TT (1+(2))  si am
p|N p

plD
t1éments 1,3 vérifiant : ) !
les ele 2 2 .. s e3 -~ (1-( 3)) (1+( 3)) .i 3*N .
i“=-1, 3°=D , ij=-J1 . olb > e =

‘n peut sans difficulté poursuivre les calculs pour tout N

T H our 1: , en utili-
2) Le volume V d'un domaine fondamental de dans 5 P

:ant IT1.3, si cela est nécessaire.

métrique hyperbolique est donné par la formule de Humbert :

1. -1 i2férences : Les formules pour le volume et le nombre de points ellipti-
v=>bp Il (1+(ZFp7 ) - '

p|D ies d'ordre donné sont bien connues.Voici une liste d'articles ou elles
p#2 it usilisées, ‘et souvent redémontrées dans des cas particuliers faute
Indications : écrire V = % TT v, o = références générales:Eichler {71, [8]...714], Fueter (17, Hashimoto
i : + . - N N 1
n plp P ', Hijikata [17, Pizer 1] & 5], Ponomarev f1) a Ts5], prestel [17,
v = 2™ (1) <i 2Mp | hneider (1], Shimizu [1] & (3], vignéras [1] & [3], Vignéras-Guého (17
2 3], Yamada [1].
v = pm(l_+(i%) p_l) si pmHD - - les voit apparaitre en particulier dans toutes les formules explicites
P

* traces des opérateurs de Hecke. Ceci explique leur intér&t dans la

P IT e V vec le volume de & pour 1 mesure de Ta i
1 a sur mac -«
uls compar r a ‘:

3 EXEMPLES ET APPLICATIONS

Normalisateurs (Michon [11). on se donne un corps de quaternions sur

<. plongé dans M(2,R) de discriminant réduit D = Py--+Py, - Soit ]

ordre maximal. En utilisant III, exercice 5.4, on voit que son norma-
:sateur N(B8) vérifie :

N . -

3y Groupes de congruences. H/Q est une algébre de guaternions conte
édui groupe de co:-

jans M(2,R) , de discriminant réduit D, et I° est un groupe

, définition exemple 4) du §1.

. _ e A 2m
jruence de H de niveau N = Ng N, N, N(G)/3 q (Z/27)

=3 * ’ - . »
Le genre g de r\ﬂz est donne par : : éléments de N(O8)

de norme réduite positive forment un groupe. Son

Iy
2-2g = vol (TV¥,) + e,/2 + 2e3/3 + e, - 13e par 1l'application x = xn(x) ?
a

est un sous-groupe de SL(2,R)
. 1_ -~ . . .
2 G . Le groupe 38 =T est distingué dans G et

’

™ ] : 0 I3 ra l :‘: :
& sure d'Euler-Poincaré est ega
Le volume de T\HZ calculé pour la me

G/T = (z/2z)™ .
-1 -2 o
a

NN 1éfinit ainsi un revétement T\¥ - G\H de degré 22m
p\D P No PIN Ny N

. Explicitement,

i éléments de G s'écrivent xn(x) ? avec x£08 et n{x)|D . On note

] = 1/2 sinon. - C ,
an posant (12 )y =1 si N1N2(2 et (1/2) / ), ec(G) les nombres de cycles elliptiques de [, ¢ d'ordre q -

'
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elliptique est induite par un élément de G .

LEMME 3.1. Les volumes de T\¥ et G\¥ pour la mesure d'Euler-Poincars,

note 7. un élément de © de norme réduite (1€ 1i¢{2m) et
notés Vp et V. sont on i P {ig2m) g

vr=—é'ﬂ'(p—1) . Vg =2 Ve -
plD

1'élément de G défini par

€
-5 1 2m 1 2m
= E ST = 1 e o
93 d 1 2m pour d ﬂ2m {=0Ooul .

T G\¥ , tés et g vérifient : . ' i
Mu , G\ no ar G /= le tableau suivant donne la liste des surfaces T\¥ hyperelliptiques

T T 2 ( 3 3( ) 1 emen e G qui induit 1 ‘invol .
2 avec leur genre et e t d

1 5 3 5 (G) tique :
2 = e .
2-295 = Vg+35 e,(G) +35 e3(G) +7 e,(G) +7 &4
D v _ér| D v & b v e
: 2 ! 2.1. Pour G , N -
PREUVE : Les assertions pour T résultent de 1'exemple : : 2.13 gy 5 2 313 gy 5 3 5.7 85 5 3
. i res des
il suffit de vérifier que les valeurs possibles pour les or ) . 2.19 &) 19 2 3.17 8347 3 5.11 8, 3
. ie:r:
groupes cycliques contenus dans G sont 1, 2, 4, 6, 8, 12 Cela vie 2.29 8y 2 3.19 89 3 2-19 gy 1o 7
' cycliques dans .31 , )
de la structure de G/T , et de l'ordre des groupes cyclig 23 By 3 [ 323wy 3| 1 8.7 ° [l
. 2.37 g 4] 3.29 ¢ 5 -
i si ue pour e () mais 2.37 3.29
Les formules pour e _(G) ne sont pas aussi simples que p q 2.41 B4 3 3.31 g5 5
' i élémentairement. 2.4
s'obtiennent é1é ) PRy 4 337 gy 7
) 2.47 g 3 3.53 - 9
. : rfaces T\H de genr 2, 2
Le tableau suivant donne la liste de toutes les surfa 2.67 ¢ 47 . 3.53 7_} Table 2.
) 2.67
0, 1l ou? 2.73 8y 79 7
o] 2.97 ¢ 9
b 2.3 2.5 2001 2.7 2,17 2,23 3.5 3.7 3.1 2,13 2,19 2.2¢ | B 2.97
o 2.103 9
vp o |-1/3 -2/3 -5/3 -1 -8/3 -11/3 -4/3 -2 -10/3 -2 -3 -14/3 82.103 ’
r - ! ——
e 2 0 2 20 20 4 0 20 N . \
2 ¢ Construction d'un domaine fondamental pour T et G dans_le cas ot
0 0 4 . . N . ,
e3(T‘) 2 4 4 0 4 4 2 0 2 2=15 (Michon f1]). L algebre de quaternions est engendrée par i , j
0 0 0 1 I ! I 1 ] 2 2 2 verifiant
&r
. .2 .2 .- -
v, |-1/12 -1/e -5/12 /4 -2/3 -1/12 -1/3 -1/2 576 -1/2 =3[4T0 i=3 =5 ij=-3; .
G
e | 1 3 9 3 4 3 3 5 4 5 4 5 L'ordre 0 engendré sur =z par
2
e (] o 1 ) 0 1 | 0 0 0 0 0 1 L,di o, (1+43)/2 , (i+k)/2
3
c @ 1 0 ] 1 0 I 0 0 0 0 ] 0 "St maximal. Il admet la représentation matricielle
4
- [1/x Vsy . | N |
e (@] 1 0 0 0 0 0 | 0 ! 0 Y 0 3 = {5 R » o0 x,y€Q(V3) sont entiers, ot x =y (mod 2);
6 o \'5 Yy x
0 0 0 0 0 0 0 0 H B , .
8¢ 0 0 0 Lo groupe r=o0t est formé des matrices precedentes telles que :

table 1 1) n(x) - 5n(y) = 4 .

i hyperell: " groupe G normalisant I est formé des matrices vérifiant
surfaces de Riemann hype it

i é les
utilisant les résultats de Ogg sur 7
o '3 de genr

Y - =4, 12, 20
gY2 , on peut déterminer les surfaces n(x) - 5n(y) 4 ou 60

tiques de genre

ipti 'i ion hype! Hvigd . . , '
g¥2 qui sont hyperelliptiques. Dans tous les cas, 1'involution hyp “isées par la racine carrée de leur déterminant.
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€ d'un élément de G sont distincts et donnés LEMME 3.2. L'hexaqone hvperbolique BACC'A'B'
i ixes dans
.es points fixes

est _un domaine fondament

de r.
rar @
- 2 . e s
2 bv—3—+\/a -4 si x = a+bV3, a, b€ 7 . PREUVE : Soit
) y ~ ~a+lT 15
V5 y h:<s U\ €:£(4+.3 f15
s = - 1 . On peut - 2\~ P
Les points fixes elliptiques correspondent & a=-1, 0, ou P O E/ .15 -443
e

s a =0 ou 1l car un Challgel!lent de signe de matrice
treindre a 2 la
se re

. . o1 a : A' = h(a) . B' = h(B)
i i ipti t répartis sur
! hie. Les points elliptiques son
ne change pas 1'homograp . t b'l . Tous les points C = k(B) . C' = k(B")
demi-droites issues de l'origine et de pente
S . . 1 . ' '
lel- tiques situés sur une demi-droite admissible s'obtiennent en A =ema) | o - R
ellip

résolvant 1'équation

L'hexagone a pour angles aux sommetsg T/6
A, A' . C'est un domaine

. en B,B',C,C' et /3 e
-5 n(y) = 4-n(x) , y entier dans QU3 .
(3)

fondamental pour le groupe

{¢,h, x>

=ngendré par £,h,k . 11 a deux cycles {A,A'},{B,B',C,C'}

chacun
- Son volume hyperbolique est

'ordre 3
.
(6—2)77—2.‘%' = 83—" .
“'autre part, pour la mesure hyperbolique le volume ge F\ﬁ
‘2 premier tableau de l'exercice
"= £8,h,x>

i q S a 1w
. . , €
S1i Z est un poillt elllpthue, on voit ue €z n 4Z est . usSsi
int elliptique si £ est 1 'uni te fondamErltale de Q( V3 ) . So
pOl ’ it

e fondamentale de 5 a sawv = -Hl 5 Ell t est d apres
' (o] ) . e es de O
l'unit a Q(v ) a ilr 5 ( norme

précédent égal a 87/3 . Donc
et le polygone est fondamental.
" traiter de la méme facon le cas de ¢

& 2 é 'image :
-1 Considérons son carré 1 plongé dans [ , d'imag

3 \5
<\/‘§3>‘

our des ralisons de Syllletl le k e /4 es auss pPo1in e P
; t u 1 1Y t 1ipt
P ’ (Z )

Les mémes procédés permette

N =

" note :

E = 1 E' = 1 F=i H = - 1421
. 2+‘03 2_\‘3 \’5 ,
2 i i lutic - ) ,
& e l'équation (3) ait des so |
Les premieéres valeurs de b2 teiiesdzjient ? N . s - | P
=¥ + b= elle : N , .1 — : |
sont b=+2, +8 . Pour o O " ;;_
-n(y) = 3 .y entier dans Q(V3) . /

- transformation u fixe F et échange E et g .
— ient : . . . .
pour b=8 , elle dev 3 % transformation v fixe H et échange B et g’
i dans Q(V .
-n(y) = 37 , Y entier

“EMME 3.3. Le guadrilatére hyperboligue BEE'B' est un domaine fondamen-
Notons : - .- 1 8+i o = 1 8+ 2l de G . Les transformations h , u/1s , vA(3 engendrent G .
S PN 5 443 V5 4-V3

‘M aire est 87/6

i 1 est
mble des pOi nts el 1i Ptl‘ ques sur la droite de pente /2 ‘
L'ense . - ) ’ }
{e"'A, n€ Z} ; sur la droite de pente 1/8 , c'est {eC, e'C n€z

s ' r ort a 1'axe imag:-
Notons B , B' les symétriques de A , A' par rapp

2
naire avec A'=€7A .
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D Courbes géodésiques minimales. 4) Le genre g de TI'\H est égal & 2 , car d'aprés A ,

. . : ; T . .
DEFINITION. Soit g wune matrice hyperbolique de , de norme N §01 g = 1-+f%(2—l)(l3—l) = 2
P un point de la géodésique de ¥H joignant les points doubles de g

L'image dans ['\¥ du segment orienté de géodésique joignant P & g(p 5) Les classes de conjugaison de T hyperboliques, ont pour norme
est une courbe fermée orientée, indépendante de P , de longueur LogN , mYl , od € parcourt les unités fondamentales de norme 1 des corps
appelée la courbe géodésigue minimale de g . quadratiques réels, dans lesquels ni 2 ni 13 ne se décomposent.
P - R S s . ; mbre d 1 d j i imitives T
DEFINITION. Un élément g€T est primitif s'il n'est pas puissance d'u: 6) Le no 2m ¢ classes de conjugaison primitives de » de norme
442 ~ . . s N éduite € t égal a :
autre élément de ' avec un exposant strictement supérieur a 1 . Sa re est cgal @
classe de conjugaison dans T est dite primitive. (2)h(B) T (1_(§))
p=2,13 p
Si g est primltlf, hyperbolique, il engendre le groupe cyclique des ot {(2)=1 ou 2 selon que @Q(£) contient une unité de norme -1

éléments de I ayant les mémes points fixes. Sa courbe géodésique mini- non, ol B parcourt les ordres de Q(¢) dont le groupe des unités .
2m
€

. . ,_ . m
male est parcourue une seule fois. i g'=g , m€Z, m#0 , la norme norme 1 est engendré par , et le nombre de classes de B est

de g' est N" , et la courbe géodésique minimale de g' est la courk relié a celui de L=Q(¢) par la formule :

obtenue en parcourant m fois celle de g , dans le méme sens si m):

en sens contraire sinon. Les courbes géodésiques minimales de g,g'¢€ T h(B) = hy £(B) ERitB')_l T (1—(%)p_1)

hyperboliques sont les m@mes si et seulement si g et g' sont conjug. pl£(B)

dans T . on a aisément le résultat suivant : avec RL = anneau des entiers de L , de nombre de classes hL , (B
conducteur de B .

LEMME 3.4. Le nombre de courbes géodésiques minimales de lonqueur LogN _

est égal au nombre de classes de conjugaison de I de norme N . C'est EXEMPLE : ' est le groupe modulaire PSL(2,Z). On a e, =1, e;=1

aussi le nombre de classes de conjugaison des éléments de [ de polyni: e, =1 et le genre de la surface f\H; est O , car

. s 2 Y -k
caractéristique X - (N?#N #)X+1 . On_le note e(N).

g = l+1/l2—e2/4—e3/3—eoo/2 =0

On remarque que si g , g_1 sont conjugués dans [ , il existe x€7T

vérifiant : Le n?mbre de classes de conjugaison primitives hyperboliques de norm
1 1 2 donnée est

xgx - =g > == x"€R(x)"R(g) =R

2 (2) Z h(B)

donc x“=-1 . 8Si T ne contient pas de tels éléments, e(N) est pair.

. L avec les mémes notations que dans 1'exem dcé .
Pour les groupes de quaternions, e(N) se calcule explicitement (III,5). q a emple précédent

EXEMPLE : [ est le groupe des unités de norme réduite 1 d'un ordre ma::- E Exemples de surfaces riemanniennes isospectrales non isométrigues.

mal du corps de guaternions sur @ de discriminant réduit 26. . .
Les invariants numérigues suivants :

On a les résultats suivants : -
- vol(T\¥)
1) T se plonge dans SL(2,R) , car 26=2.13 est le produit d'un nombr _
X ~ e = nombre de point llipti !
pair de facteurs premiers. q points elliptiques d'ordre g de T\#

. P . . - e, = nombre de point d Ty
2) T ne contient pas d'élément parabolique d'aprés 1.1. fad P es de

y = (:3) - e(N) = nombre de géodésiques minimales de longueur LogN de f\ﬂ

3) ' ne contient pas d'élément elliptique, car (
d'aprés I1I,3.5.

-1
13 ne dépendent que de la classe d'isométrie de la surface I[\H .

En utilisant les propriétés de la fonction zéta de Selberg (Cartier-
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1al-Selberg), on peut démontrer :

. 2.~
2 donnée du spectre pour le laplacien hyperbolique dans L“(T\H) est

ivalente a celle des invariants

eux groupes ayant les mémes invariants, sauf pour un nombre fini
ntre eux, ont les mémes invariants.

peut se demander si deux surfaces M\u , Tu ayant les mémes inva-
nts numériques sont isométriques. La réponse est NON. On se restreint
les groupes [ cocompacts, sans éléments elliptiques. Nos exemples
_lisent les groupes de quaternions. Dans ces exemples, comme dans les
-es de dimension 16 de Milnor f1], deux variétés riemanniennes isospec-
sjles possédent des recouvrements isométriques de degré fini. Cela pro-

sant de la nature arithmétique de ces exemples.

notera la terminologie : une surface riemannienne est une surface,
nie d'une métrigque riemannienne. Deux surfaces riemanniennes sont

ales si elles sont isométriques.

s découlent de la simple observation que les ordres d'Eichler de

veau N dans un corps de quaternions H/K sur un corps de nombres

talement réel K tel qu'il existe une et une seule place infinie de
H , définissent des surfaces ayant les mémes inva-
K tel que le nombr

non ramifiée dans
ants. Or, il est bien connu que 1l'on peut choisir
soit divisible par une puissance de 2 aussi grande

un corps quadra-

classes de K
'on le souhaite. On peut par exemple prendre pour K
que réel dont le discriminant est divisible par un grand nombre d?
mbres premiers. La formule pour le nombre de types d'ordres entralne

ors que l'on peut choisir K , H, N tel que le nombre de types des

‘dres d'Eichler de niveau
'11,5.7). . .
;aminons alors la condition d'isométrie pour deux surfaces riemannienne:
et H/K sont deux corps de

N dans H est aussi grand qu'on le désire

ympactes. On fixe les notations : H'/K'
laternions vérifiant les conditions précédentes, et ne contenant aucunc
et 3' deux ordres de

R des centres K' et

\cine de 1'unité différente de +1 . Soient O
" et H sur les anneaux des entiers R' et
respectivement. On dit qu'un automorphisme
1isme complexe. On suppose que K et K' sont plongés dans € . On

jte O1H) le corps de gquaternions sur O(K)

0o de € est un automor-

tel que
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Ram 0(H) = {o{v), v Ram H} . On note encore 0° un isomorphisme de H

dans O(H) prolongeant O :K = o(K) .

H={a,b}

EXEMPLE : Si est la K-algébre de base i , j 1liés par :
i=a ., 3%=b ., ij=-ii ,
ol a , b sont des éléments non nuls de K , alors 0(H) = {o(a),o(b)}
est la K-algébre de base 0(i) , 0(j) 1liés par :
o()? = oa) , o(3)% = o(b) , T(1)0(3) = ~T(§)o(i) .

On note 0(K) et O(K') les plongements de K et K' dans R tels
que H®R et H'®R soient isomorphes a M(2,R). On peut supposer que
o(H) et O'(H') sont contenues dans M(2,R). Les images 0101) et
U'(@'l) sont les groupes notés précédemment I et I'* Leurs images

canoniques dans PSL(2,R) sont notées [ et I' .

THEOREME 3.5. Les surfaces riemanniennes T\HZ et T'\Hz sont isomé-

trigues si et seulement s'il existe un automorphisme complexe O tel qu

H' = oo(H) , 3' = o(aba ) , a€H

PREUVE : On démontre d'abord que H:=Q(®l) . Ce résultat est vrai sous

des hypothéses générales. Soit (e) une base de H/K contenue dans
1
Q(6™)

appartiennent &

ol . Tout élément de est de la forme x=1% a, e, ou les coeffi-

cients a, K . La trace réduite étant non-dégénérée,

le systéme de Cramer t(xe') =T a, t(ee') se résout. Les coefficients
a, appartiennent donc comme t(xe') a Q(Ol). Posons

k = KN Q(Ol). Nous venons de démontrer que Q(®1)==k(e). On en déduit
que Q(@l) est une algébre centrale simple sur k de dimension 4 .

Elle est simple car par produit tensoriel sur k avec K , elle devient
1
Q(67)

infinie w de %k

simple. Donc est une algébre de guaternions sur k . Une place

se prolongeant en une place v de K ramifiée dans

H est certainement ramifiée dans Q(Gl). Une place infinie w de k

sz a1
non ramifiée dans Q(57) a tous ses prolongements v dans K non
ramifiés dans H . Une place w associée a un plongement réel
iw :k ® R se prolonge en [K:k] places réelles.on déduit de (1.1 que k=

Toute isométrie de r\ﬁz sur T'\Hz se reléve en une isométrie du

recouvrement universel HZ . Les isométries de Hz forment un groupe

A

isomorphe & PGL(2,R). On en déduit que 5\32 et f'\ﬂz sont isométri-
et I GL(2,R). D'ou
GL(2,R). Le centre reste

a(o(6l)) et

ques si et seulement si T
Ro(01)) et g0 (6'l))

sont conjugués dans
sont conjugués dans

fixe, donc 0(K)=0'(K'). Les algébres de quaternions
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(o (67 1))
Tout automorphisme d'une algébre de quaternions est intérieur, donc il
a€H tel que o (6') =0(aba"l). On a donc H' =l et
6 =0 "lo(asal).

existe

Il est clair que cette démonstration se généralise aux variétés rieman-
Mx, o0 x

niennes 5 et ﬁa , et ou I' est

1'image d'un groupe de quaternions. Le groupe des isométries de X se

est un produit de ¥
détermine grice au théoréme de de Rham [1].

COROLLAIRE 3.6. Si le nombre de types d'ordres de H est supérieur au

degré [(K:Q] , alors il existe dans H deux ordres maximaux & et 6
tels que les surfaces TI\¥ , Ty

métriques.

soient isospectrales, mais non iso-

En effet, le nombre de conjugués O{H) de H est majoré par le degré
[K:Q). Le corollaire pourrait &tre grandement raffiné, si nécessaire,

en considérant :

- des ordres non maximaux

- une majoration de Card{c(H)} meilleure, fonction des données (K,H).

EXEMPLE : On peut supposer que K est un corps gquadratique réel, dont

o(V82).

est constituée d'une place infinie exactement et

le nombre de classes est supérieur ou égal & 4 , par exemple
On suppose que Ram H
de places finies telles que tous les idéaux premiers associés soient

principaux. Alors il existe au moins 4 types d'ordres maximaux, et l'on
peut construire des surfaces riemanniennes isospectrales mais non isomé-
triques. On peut aisément calculer le genre des surfaces obtenues, avec

la formule du genre et les tables de (-1) calculées par Cohen [1].

CK
EXEMPLE : H est le corps de quaternions sur K=Q(V10) ramifié en une
place infinie, et sur les idéaux premiers principaux (7), (11),

(11+3Y10). H
(7) se décompose dans les deux extensions quadratiques cyclotomiques de
K qui sont K(V-1) et k(V=3). H n'est fixe par aucun
et contient deux types d'ordres maximaux, car le nombre de classes de

(V10)

maximaux non équivalents permettent de construire deux surfaces isospec-

ne contient pas de racines de 1'unité autres que *1 car

est 2 . Les groupes d'unités de norme réduite 1 de deux ordres

trales et non isométriques.

sont donc isomorphes. On peut supposer qu'elles sont égales.

Q-automorphism:
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REMARQUE. La construction se généralise et permet de construire des
variétés riemanniennes isospectrales, irréductibles, et non isométriqu

en toute dimension n )2 .

F  Espace hyperboligue de dimension 3 . On étend une homographie comp!

en une transformation de R3 - Toute homographie complexe est un prodt

pair d'inversions par rapport a des cercles du plan, identifié a ¢

Considérons les sphéres qui ont méme cercle et méme rayon que ces cer-

cles, et 1'opération de R3 consistant & effectuer le produit des

inversions par rapport & ces sphéres. On prolonge ainsi une homographi

A

complexe a R™ . On vérifie la consistance de cette définition
(Poincaré, [1]). Il reste a trouver les équations de cette transformat

On identifie les points de R3 avec les points

u=(z,v) €ECXR
ou avec les matrices
z -v
u = =) .
v z

L'opération de r> prolongeant 1'homographie associée &

g = (2 E)E SL(2,C) est u = U= (au+b)(cu+d)™t . on pose

U= g(u) = (Z,V) . On vérifie les formules :
Z = ((az+b) (cz+d) -F‘aavz)(‘czﬂi"2 +‘c|2v2)_1

V= v(lcz4dl 2+ |c'2y2)7L

En différentiant la formule U = g{u) , on voit que

V_'1 du = v_l du .

. 3 . .. , .
On munit ¥, = {u€RrR”, v>0} le demi-espace supérieur de la métrigue
hyperbolique
v-z(dx2~+dy2-+dvz) u = (x+iy, v) .

Le groupe SL(2,C) opére sur le demi-espace hyperbolique par isométri
(0,1)
est homéomorphe a 33 . Le groupe de tot

Son action est transitive. Le groupe d'isotropie de
su(2,¢) et SL(2,C)/SU(2,C)
les isométries de u3 est engendré par 1'application
PSL(2,C)

Les géodésiques sont les cercles (ou droites) orthogonaux au plan €

est égal ¢

(z,v) = (z,v)

le groupe isomorphe 3 des isométries associées & SL(2,C).

DEFINITION. L'élément de volume déduit de la métrique hyperbolique est

v dx ay av .
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volume d'un_ tétraédre dont un sommet est a 1'infini.

[NITION. Milnor (Thurston, [1]) a introduit une fonction, la fonctio:

.obachevsky , , .
. La base d'un tel téAtraedre est une
9(8) = - g log !2sinul au .

(0]

sphére centrée sur € . La projection
sur € du tétraédre est un triangle,

te fonction permet d'exprimer élégamment les volumes des tétraédres. dont les angles sont les angles

te fonction est reliée aux valeurs des fonctions zéta des corps de diédraux des cdtés se coupant a l'infir

bres (complexes) au point 2 , puisque l'on a la relation o« , 8 , " . Donc ,

9(8) =% I sin(2nd)/n® 0(0o¢n

~NHE 4y = 7
nyl m

i . . . \ Supposons Y = 5 que A sc projetta
luite de la relation entre £(8) et la fonction dilogarithme :

1.,

en (0,0) , et soit V le wolume

-z v , N
) o= - \ Log(l-w)dw/w = I zn/n2 , pour lz! {1, lwl {1, obtenue ! . tetraedre
Y n)l ! : Ceeo23 o A
| ! V=S\\-v dx dx dv:\ dx dy, 200" =y T
2i86 . ' o A"
posant z = e : ) A '
‘ ; ; c~ od t=1{(x,y), 0 xfcos , vy s
w(e?1%) _p(1) = - 9(m-9) +218(0) . \ X
) ) . 7 on obtient en posant x=:is 3,
en déduit, en utilisant la transformation de Fourier v . 5
T A e Vv=-1/4 Log(sint9+~1 - % s .3
z (_Q) &2 kn/D _ VB'(_g) , -D = discriminant d'un corps B “n/2
k mod D . . . \
uwadratigque imaginaire
d d g V=1/4 (2(a+d) + (=) +28(7/2-0)
multipliant par n"2 et en sommant ] . o
3i le sommet B est dans C (deux sommets a l'infini), -+ . -
-D -D -2
z (72) 2mk/D) =YD T (T2) n % = VD C_ oy (2)/6,(2) V=k ) .
k mod D K n¥l n o(V-D) o

-2
en~° \D CQ(V—_—D)(Z) .

Volume d'un tétraédre dont les trois sommets sont & l'ii:iri- -

) liédraux au voisinage de chaque
a aussi les relations :

sommet ayant pour somme T , on ‘ F ;
2(9) est périodique de période T , et impaire en déduit que les angles diédraux 5& N o
. , | ¢ .
Q(nb) = T n9(9+j/n) , pour tout entier n#O0 Jpposés sont egaux : on a donc 3 ; //4
j mod n angles diédraux distincts, au f //
!
relation 3) est immédiate, la relation 4) se déduit de 1l'identité plus, soit « , B , ¥ et en ) }/////Z. R
igonométrique 2 sin u = z 2 sin(u+j7/n) que l'on démontre en 1écoupant le tétraédre avec des v ! :
j mod n “étraédres du type précédent, on LA
. ~ n
ctorisant le polyndme X -1 . J0it que

lnor conjecture gue toute relation linéaire rationnelle entre les

mbres réels @(8) , pour les angles qui sont des multiples rationnels PROPOSITION 3.7. Le volume d'un

tétraddre dont les sommets sont a

T , est une conséquence de 3) et 4). Voir aussi Lang [1].
1'infini, d'angles diédraux « , B , > est ~aal

Vo= Q) + 2(2) + 5(¥)
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XEMPLE : Un domaine fondamental pour le gqroupe de Picard PSL(Z.Z{i]).

e domaine défini par les relations (Picard 1)) - Ay

2+y2+Z2>,1,x(l/z.yél/Z.O(X+y 172

st un domaine fondamental pour PSL(2,Z0i]) o S >x
1/2

ans ﬂ3 . C'est la réunion de 4 tétraédres
gaux ayant un sommet & 1'infini. On a avec
es définitions précédentes : A=7"T/3 et o=7/4 . Le volume V de ce

lomaine est donc :

V= 8((m/a+1/3)+2(n/4-7/3) +28(n/2-T/4)

1/3 . 8(3n/4-1) +8(n/4)

1/3 . 8(-1/4) +2(7/4)

=2/3.8(7/4)
2,-1 _3/2 . .
= T . . , = .
(4m~) Dy CK(2) si K=@(i)
)'autre part, nous avons pour la mesure de Tamagawa
vol(SL(2,Z(i) SL(2,€)) = 4n2.v . En faisant le méme raisonnement que po.
5L(2,R) , on démontre par comparaison le corollaire suivant.

"OROLLAIRE 3.8. La mesure de Tamagawa sur SL(2,C) est le produit de 1:

nesure hyperboligue sur H

3

vol(su(2,¢)) = en? .

Jone, si [ est un sous-groupe discret de SL(2,C) de covolume fini.

vol(SL(2,¢)/T) = an? vol(f\u3) si -1€T,

gr? vol(f\ﬁ3) si -1¢T .

J)n retrouve la formule d'Humbert pour PSL(2,R) , si R est 1l'anneau

les entiers d'un corps quadratique imaginaire K :

2. 3/2
vol(PSL(z,R)\u3) = 4m :K(z) DK .

IEMARQUE. Soient H/K une algébre de quaternions vérifiant les proprif¢-
le la page 103, et C un sous-groupe compact maximal de Gl . Les grou:
d'unités de norme réduite 1 des R(S)—ordres de H permettent de

1éfinir des variétés arithmétiques :

%~ = Tel/c .

par la mesure de Haar sur SU(2,C) telle g :
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Les resultats du chapitre 111 ont alors des applications intéressantes
3y 1'étude des variétés Xp On renvoie le lecteur aux travaux d'Ihara,

shimura, Serre, Mumford, Cerednik, Kurihara cités dans la pibliographi.



1APITRE V

RITHMETIQUE DES QUATERNIONS, QUAND LA CONDITION D'EICHLER N'EST PLUS
ZRIFIEE

oit H/K une algébre de quaternions sur un corps global, ramifiée sur
outes les places archimédiennes de K , s'il y en a. Soit S

le fini non vide de places de K , contenant les places archimédiennes,

un ensem-

t ne vérifiant pas la condition d'Eichler :

S#E#

1'anneau des éléments de K
H . On pose alors

o< ST Ram H .

joilent R= R(S)

enant pas & S , et 5 un R-ordre de

X=H ou K , Y=R ou 3 .

.'algébre X vérifie la propriété fondamentale :

si v€sS , X =Y est un corps.
v v

"11le permet de donner :

| - La structure du groupe des unités de Y (généralisation du théorém

le Dirichlet).

) - Une formule analytique pour le nombre de classes des idéaux de Y

‘généralisation de la formule de Dirichlet).

.a formule obtenue, appelée traditionnellement formule "de masse" ou
'‘avec poids", jointe aux formules de traces (III.5.11), permet quand
{=H de calculer le nombre de classes et le nombre de types des ordres
1'Eichler de niveau donné.

L,es méthodes utilisées sont les mémes que dans IV.1.

Les résultats 1.2 sont des applications directes de III.1.4 et III1.2.2,

olus précisément de :
le groupe Xk est discret, cocompact dans X , et de covolume 1 pouv

A,l
la mesure de Tamagawa.
1 UNITES

si v€s , alors est un corps. Donc pour toute place Vv ,

X =Y
v v
zZ, = {y€ Y, Hyllv\< 1}

est compact dans X, . On en déduit que ZA=XAn (Mz,) est compact

entiers aux places n'appnr-
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XA , et que le groupe

2 = {y¢€
ZA Xg {yey , ||y||V {1 vvEevy}
A d'aprés IIT.1.4, est un groupe fini. Il est donc égal
au groupe de torsion y! ge v . On a montré le

discret dans 2

LEMME 1.1. Le groupe Yl des racines de 1'unité de Y est un groupe

fini.

est commutatif, c'est un groupe cyclique d'aprés le résultat
X=H ,

Si X=K
classique sur les sous-groupes finis des corps commutatifs. Si
il n'est généralement pas commutatif. Quand K est un corps de nombres,
il se plonge en un sous-groupe fini de quaternions réels. Sa structure

2st donc connue (I1.3.7).

D'aprés III.1.4, le groupe Xk est discret, cocompact dans XA I
Procédons comme en IV.1l.1, et décrivons XA 1/XI'( . D'aprés 111.5.4 on a

une décomposition finie (non réduite a un terme maintenant) :

3 = . ; v
) Xp 1 TUY, X Xp CxEX ) 1<iKh
20 1'on a posé :
= g.c' Z {x€ - ; 7 s)
YA,l G.C avec G {x XA,l » X, =1 sl vg s}
tt C' est un groupe compact égal a Tj— Y; . On déduit du lemme IV.1.2
v¥s
aue
. nx- .
Y YA,l XK est discret, cocompact dans G .
Soit £ 1° 1i i i a € S i ! s
5 application qui & x€G , associe (“Xv”v)VES D'aprés 1.1,

°n a la suite exacte :

1 -y v £ g

£(Y")
R®.Z° , a+b = CardS-1 ,

‘n en déduit que est un sous-groupe discret, cocompact d'un

Iroupe isomorphe a soit :

£(6) = {(x)ETT Ixil ,0x =1} .
v VES v v

Jonc  f(Y') est un groupe libre & Cards-1 générateurs.

THEOREME 1.2. Soit Y  le groupe des unités de Y . Alors il existe

die suite exacte :

1 — Yl — Y — ZCardS—l — 1

qui est le groupe des racines de 1'unité contenues dans Y est




and X=K
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vt par un groupe libre a CardS-1 générateurs. Ce n'est pas vraj

X=H , comme le montre l'exercice 1l.1. Le théoréme 1.2 est 1'analon,

Iv.1.1.

FINITION. Le régulateur de Y est le volume de f(G)/f(Y") calculé

ur les mesures induites par les mesures de Tamagawa. On le note RY

ERCICES.

1 Structure du groupe des unités, si K est un corps_de nombres.

On conserve les hypothéses et les données du §1. On suppose de plu:

que K est un corps de nombres.

a) Montrer que K est totalement réel (i.e. toutes ses places

archimédiennes sont réelles).
b) Déduire de 1.2 que %" : SIR'] est fini.

c) Si L/K est une extension quadratique, et R 1'anneau des
entiers de L , montrer que {Ri: RéR’]= 1 ou 2 . (Solution :
Hasse [1]1).

d) En utilisant I.3.7 et exercice 3.1, montrer gque
e=1[%" :OlR'] =1, 2o0u4éd.

(Solution : Vignéras-Guého [3]). Montrer plus précisément, qu'ave

les notations de 1.3.7 et exercice 3.1, on a

e=4 , si 6l est cyclique, engendré par €,, d'ordre 2n , et

WS

s'il existe e, , e deux unités de dont les normes

1 2 !

réduites ne sont pas des carrés (conditior évidemment nécu -

saire) et vérifiant :

si n=1, ele2 = —ezel
. -1
1 € = g
si n#¥1l , e K(SZn) »eys, Son €2
e=2 , si e#4, s'il existe ef 3 dont la norme réduite n'est ¢

un carré, et

si 5! est cyclique, dicyclique, ou binaire octaédral, av
. 1 . .

si & ??t cyclique, engendré par s, gf K(SZn) ou

®fon T ®2n%

1

i 5 =« i i i ' i
si ® Szn,]> est dicyclique d'ordre 4n , %F (1+S2n

si 87 = E o est le groupe binaire octaédral, %F (1+1i)K’

on i€ 8! est d'ordre 4 .

o= dans tous les autres cas.

est commutatif, on en déduit que Y  est le produit direct

.2 soient K=Q('m)

et

H
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le corps de quaternions

(notation p. 2). Montrer que :

a) Toutes les places infinies de

b) Aucune place finie de

décompose pas dans

K au-dessus de 2

c) m=2 . Alors

o =2{V2][1,

est un ordre maximal

d) m=5 . On pose si

Alors

..3 Régulateurs.
montrer que

a) [0° :Rr"]

K .

alor

K

{-1,-1} sur K

K se ramifient dans H .

ne se ramifie dans

Sinon,

si v o,

s Ram_H

£

=1{v,w

H

Si 2 ne se

w sont les deux places de

1
b

(1+) N2, (1+) 2, (1+i+§+i§) /2]

son groupe d'unités est (notation I1.3.7)

et
3° = E4E.ZLV§]' .
= = (14#5) /2
1 -1, .
e1=§(1+7 i+73) ,
1, -1, . ..
e, = 5(7 "i+3+7ij)
1, . -1. s
e3=§(’!'1+'r 13+1J) ,
1,. . -1,.
e, = 5(1 +TjH+T l1]) .

2 = Z’[T][el,e?_,e

.
37 €4

est un ordre maximal, dont le groupe d'unités est

est le nombre d'or,

En gardant les notations du §1,

= Bl Z7]
On suppose que X=H
= et jMMee7) 1 £(rY)])

) T£(87) s £(r7)] = 22C0¥aS~1 3

On montre ainsi que les régulateurs de

la relation

ou encore :

22CardS—l -

~
e

1: Rlii
"R
CardR]

3 et de
6 :r°]7!
C -
22 ards-1

R

sont liés par
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2 NOMBRE DE CLASSES d'Eichler de K . On garde les notations du corollaire 2.2, on note D

le discriminant réduit de H et N le niveau de ©

- On choisit un
systéme (Ii) de représentants des classes des idéaux & gauche de ©0

si ®i est l'ordre a droite de I, , alors w, = [Si; R'] . on a (en

L'égalité T(x1)= 1 , démontrée en 1II1.2.2 et 2.3, prend avec la relation
(1) du §1 1a forme :

h
1 = VOl(XA,l/xk) = El vol(YA'1 X, Xk/Xk) .

i

posant n= rl) :

Zwit= 2t fg(-1 I hon WF_ (Np-1) TT (mp~t41) .
pliD

plN

Posons :

Y(l) - )C‘Kn X;l YA xi .
PREUVE : On procéde comme en 2.2, en utilisant la relation entre R et

Le dictionnaire global-adélique p. 87 nous permet de reconnaltre les le régulateur de © vue dans 1'exercice 1.3. On obtient

propriétés suivantes : -1 ~1 (R - ~
z W= vol(C) {Q 22n l] 1. (mK vol C) L h D_l/2 21—n
1) h est le nombre de classes des idéaux & gauche de Y . R

(212)1 9;2 (i (2) £(D,N)

mK vol C

£(D,N) =N TT (Np-1) 1T (wp~t41)
plD piN
ol 1'on remarque que K est totalement réel, donc n= r, . et 1'équa-~

2) Un systéme de représentants de ces idéaux est décrit par 1l'ensemble
{YA xin Xy 1{i¢{h} . L'ensemble des ordres & droite de ces idéaux est

{Y(l) , 1{i{h} . D'aprés 1.1, le groupe de torsion de v ) est £ini

Notons son ordre e; - D'aprés la définition du régulateur de Y , on a: ]

tion fonctionnelle de la fonction zé&ta permet de lier QK(2) a CK(—l)
-3/2
R

_ (1) ,,(1)°y _ - -1
1=z vol(YA'l/Y ) = vol(C) & e, R (

i) 2,-n
Y ¢ (2) D (-21%)™ = ¢ (-1) .

ol C est un groupe compact égal & :
c= 1T xi T v .
vES p¥s P

Nous avons démontré ainsi le théoréme suivant, analogue de IV.1.7.

Oon en déduit 2.3.

Afin d'aller plus loin, il est nécessaire d'utiliser la formule de
trace III.5.11 :

THEOREME 2.1. Avec les notations du chapitre V, on a :

h
T e lR

2 nft) < nm) T n
pfs

Quand C.E. n'est pas vérifiée, la structure de 3 implique que le

i (i) = vol(C)_l .
i=1 Y
rombre m, de plongements maximaux de B dans (1) est fini, égal si

. . - . 5 4 = : )
COROLLAIRE 2.2 (Formule analytique de Dirichlet). Soit K un_corps de 3= Rlg]SH avec les notations de 111.5, & :

nombres, d'anneau d'entiers R , avant r, (r2) places réelles (com-

plexes). Scoient h , R , DR , w respectivement le nombre de classes., l-

Card {xgx—l , xertily

régulateur, le discriminant, le nombre de racines de l'unité de R .

On en déduit que si w, o= [@(l) :R°] , et w(B) = ™8*:R°] , on a :
Alors,
(1)
r r m, = m w./w(B) = m.(B) .
lim (s-1)C,(8) = §§%= 2 Yeomy 2. ° * *
s~ 1 R On a donc :

PREUVE : On applique le théoréme en calculant vol(C) avec les formules T mi/wi - h(B) T m .

B) pgs P

DEFINITION. On appelle masse de 3 , resp. masse de B dans 3 les
mombres

€

axplicites 1I1.4.3 et exercices 4.2, 4.3
r r
1 2 1 (2m) 2 D;1/2

vol(cC) = mi pomy = 1lim (s—l)CK(s) .

s—*1

SOROLLAIRE 2.3. Soient H/K un _corps de guaternions ramifié sur toutes

h
M= I 1/wi M(B) =
i=1 i

H ™Mz

mi/wi .
les places archimédiennes d'un corps de nombres K , et © un ordre 1
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P(A)

Ce sont des matrices dans

On considére alors les matrices d'Eichler-Brandt
R

exercice 5.8 pour les idéaux entiers de
M(h,N) . o, .
i, i

égal au nombre des idéaux principaux de

Le terme situé sur la diagonale, a la i-éme place est
5 (%) A . L.
quand C.E. n'est pas vérifiée se calcule grace a

K

de norme réduite .

trace de ces matrices,

III.5.11 et V.2.3. Le résultat est donné ci-dessous. On suppose que

est un corps de nombres.

PROPOSITION 2.4 (Trace des matrices d'Eichler-Brandt).

P(a) A n'est pas un idéal principal. Si

n'est pas le carré d'un idéal principal, elle est égale a
L5

(x,B)

La trace des

matrices est nulle si A

M(B)

2

Sinon, elle est égale a

1
M+ 5

z
(x,B)

tous les couples formés d'un

M(B)

t

(x,B)
d'un _ordre commutatif B

ol parcourt élément x€Kg ,

vérifiant

Xz-tX+a , Ou (a) est un

R'2 t €R

- x est racine d'un polvndme irréductible

systéme de représentants de générateurs de

- R[x]=B=K(x) .

A modulo et

’

PREUVE : Si A

2w, o= g Card {x € 5 (i) n(x) =al .

On introduit alors les couples (x%,B). En utilisant les définitions de

I1I1.5.11,

on voit que

si A n'est pas un carré

z
(x,B)

2 w,
1

o,

i m, (B)

0
+{
1 2 est un carré

si A

On utilise alors les définitions précédentes des masses.

COROLLAIRE 2.5 (Nombre de classes). Le nombre de classes des idéaux a

el

gauche de est égal a

M+3

5 L M(B) (w(B)-1)
B

N

ol B parcourt les ordres des extensions guadratiques L/K gcontenues
dans KS .
PREUVE : On applique 2.4 avec A=R . On utilise que B étant fixé,

est égale a +1 sont pris:

M

X w(B)-1 , puisque les unités

B w(B) #1 . Ceci n'arr:

somme sur

en charge par L'ordre n'apparait que si

définies en III

n'est pas principal, c'est clair. Sinon, on utilise qu: :
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qu'un nombre fini de fois.

On peut rendre cette formule explicite grace aux calculs de 1I.4 On
peut obtenir par le méme procédé une formule pour le nombre de types
d'ordres de 9% . soit 2¥ = [N(0 : 07K !

[N s 0.k 1, et hi

i le nombre de clas:
@(l)

(a)
R , représentant les idéaux principaux, normes
réduites d'idéaux bilateéres de

des idéaux bilatéres de - On choisit un systéme d'idéaux

entiers principaux de

8 , modulo les carrés des idéaux princ

paux. Alors

h! = h2% /2 o, .
i =h27/z e (a) .

On a donc

r

L trace P(a)
A

t

t h 2

d'ou une expression pour

COROLLAIRE 2.6. Le nombre de types d'ordres d'un ordre d'Eichler est
egal a

1

—— I M(B) w(B) x(B) + L
n2ttl g h2¥
ou x(B) est le nombre des idéaux entiers principaux de B de norme

réduite dans

c
L KS

(a).

quadratiques sur

Les ordres B parcourent tous les ordres des exten-

K

sions

On retrouve dans ces formules générales, les résultats démontrés dans

les cas particuliers par différents auteurs (Deuring 37,

. ; ! Eichler f2},
8!, Latimer 72", pizer f11, Vignéras-Gueho [27).

‘ On trouvera des appl:
cations de ces résultats aux formes définies quaternaires dans les
irticles de Ponomarev [l} ES], et Peters r1].

Y

a

3 EXEMPLES

A Algébres de quaternions sur @

Soit H/Q une algébre de quaternions, telle que HR='H , de discrimina
réduit D . On s'intéresse aux ordres maximaux de H . Soit % un tel
3fdre. Le groupe de ses unités est égal au groupe de ses unités de norm
‘eduite 1 . Soit h le nombre de classes de 3 . On a :

PROPOSITION 3.1. Le groupe des unités d'un ordre Mmaximal est cyclique

d'ordre 2, 4 ou 6 , sauf si :
+H={-1,-1} o& D=2, h=1, 6°~ E,
"H={-1,-3} od D=3, h=1, 8" >(s_,
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D#2,3 et
8 tel que

s notations utilisées sont celles de 1.3.7. Supposons

>tons h. le nombre de classes des jdéaux I & gauche de

2 groupe des unités de I—ll soit d'ordre 2i . En appliquant 2.4 et

2s formules des masses M(B) , quand B = Z[V:i] et z[ViE] , on
otient la :
ROPOSITION 3.2. Les nombres de classes h , h2 , h3 sont égaux &
n=g TT (-1 + 3 TT (-3 + 2 TT (1-(-2))
plD plD P plD P
1
n, = 3 1T (-(-3)
plD p
1
ny = 5 1T -2y
plD

1 peut donner une autre démonstration, purement algébrique, de la for-
ale pour h . Elle utilise les liens entre les algébres de quaternions
¢ les courbes elliptiques (Igusa [1]). On donne & la fin du §3 des

ibles pour h , et le nombre de types d'ordres maximaux t .

Graphes arithmétiques.

>us allons donner une interprétation géométrique des nombres de classes
' h2 , h3 , et des matrices de Brandt en termes de graphes. Soit p

1 nombre premier ne divisant pas D . L'arbre X = PGL(2,Z§)\PGL(2,QP)
jmet une description par les ordres et les idéaux de H : on fixe un

tdre maximal O ,

les sommets de X sont en bijection avec les ordres maximaux O

p#a . 0,=080

X d'origine O

:ls que

les arétes de sont en bijection avec les idéaux

1tiers, a gauche de G6' , de norme réduite p7Z .
-écisément, & x€ X , de représentant ac€ GL(2,QP) = Hé , on associe
-1 . .
ordre ' tel que G6' =3 3% a, et B5'=6 si . Voir II.2.5,
q p P a- % q7p
. 2.6.
it Z(p) l'ensemble des nombres rationnels de la forme a/pn ., a€7z,
€N . Les ordres maximaux 3' , sommets de X , engendrent le méme
‘p)—ordre olP) - TT (5 NH) . Le groupe des unités 5(P) - définit un
a#p

coupe d'isométries I = 3(p)./z(p). de 1'arbre X , dont le graphe

otient est fini. Le groupe TG' des isométries de ' fixant un somme"

est égal a B'°/Z° . C'est d'aprés les résultats précédents :
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- un groupe cyclique d'ordre 1 , 2 , 3

- A4 , si H={-1,-1}
- D3 , si H={-1,-3} .
Par définition Card(Tg,) est l'ordre du sommet de X/T QJéfini par &

PROPOSITION 3.3. Le nombre de sommets du graphe guotient X/T est égal
h de H .

si H={-1,-1} , resp. H = {-1,-3} , le qraphe quotient a un seul somm

au _nombre de classes

d'ordre 12 , resp. d'ordre 6 . Dans les autres cas, le nombre de sommet

du graphe guotient est égal & h, .

d'ordre i

En effet, ceci résulte d'un calcul formel dans les adéles : comme {,p
vérifie la condition d'Eichler, et Z‘p) est principal, l'ordre S(p)
est principal (ch.III),donc on a la décomposition HA = HGéHéHéH' , le

produit étant pris sur tous les nombres premiers g#p . En utilisant la

décomposition QA=:Q'Z;HZE exprimant que 7Z est principal, on voit que

le nombre de classes des ordres maximaux (sur %) de H est le cardin

d'un des ensembles isomorphes suivants :

QAH;@éﬂgé\HA/H' = @éop\né/s(p" = x/T .
Précisément, si I, estun systéme de représentants des classes des _
idéaux d gauche de 08 , les ordres a droite des idéaux I; . notés sli
forment un systéme de représentants du graphe quotient X/T . Un ordre

X , est T-équivalent a o (1)

[Nl

3' , sommet de 1l'arbre s'il est joint :

% , par un idéal I équivalent a I -

Les matrices de Brandt s'interprétent géométriquement comme des homomor
phismes du groupe libre Z{X/Tl engendré par les sommets du graphe
quotient X/T . Soit £:2[x) - 2z x/T)

surjection X = X/T . Pour tout entier nY1l , soit P 1 ' homomorphisme

1'homomorphisme induit par la

de Z{X/T] tel que Pnf= an ol 'I‘n est 1'homomorphisme de fo1
défini par les relations, ch.I1I , §1 ,
T (6') =6, T (5') = by %" , T.T =T +gqT .
o 1 d(O',O"):l 1'n n+l n-1

P(p")

formée des sommets X;

Les matrices de Brandt

Z x/T]

sont les matrices des homomorphismes Pn

sur la base de images des ordres maxi-

maux 8, .
maux 9.
n=0,1, puisque la derniére

P(pn) . Pour

En effet, il suffit de le vérifier pour

relation des Tn est vraie pour les Pn et les n=0,

c'est évident car P(1l) est la matrice identité. Pour n=1 , le
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-oefficient aij

) =L a,. x. ., t
Py (x;) ajy X+ ©s
a.. = Card {6* , £(3")=5_ , d(5,,0") =1} .
1] j i
C'est le nombre des idéaux I entiers a gauche de Gi de norme réduit.
pz , tels que I.I soit équivalent a Ij . On reconnait 13 la définiticn

de la matrice de Brandt P(p) .

Le groupe ,T(g.’@") des isométries de I fixant une aréte (3',3")
d'origine ©' et d'extrémité ©" est (%'°N 8"*)/Z° . Le nombre
Card F(G' 5u) s'appelle 1'ordre de 1l'aréte du graphe quotient X/T ,

image de (5',8"). Pour tout sommet x du graphe quotient x/T , notons

a(x) , resp. S(x) 1l'ensemble des arétes y de Xx/T d'origine x ,
resp. des extrémités des arétes d'origine x , et e(x) , resp. e(y) .

1'ordre du scmmet X , resp. l'ordre de l'aréte y . On a :

qtl = e(x) E e(y)”!
vEA(x)
et 1'homomorphisme P, est donné par :
PLx) = elx) T e(y)Tx' ,ob x' est

x'€s(x) 1'extrémité de

On voit ainsi immédiatement que la matrice de P1 est symétrique sur la

de la matrice de P sur la base des X, défini par

base (e(x)—%x) , o0 x parcourt les sommets de X/T . C'est simplement

N \ -1 .
1a matrice (a{x,x')) , ol alx,x') = e(x,x") si les sommets x , X

sont joints par une aréte y = (x,x') et a(x,x') = 0 s'il n'existe

1

pas d'aréte joignant x & x' .

C 1Isomorphismes classigues.

Nous allons expliquer comment certains isomorphismes de groupes finis

. n
peuvent se démontrer avec les quaternions. Soit g=p nYyO , une

2 2
puissance d'un nombre premier p , on a Card(GL(2,Fq)) = (g°-1){g"-q)
et Card(SL(Z,Fq)) = (g-1)g(g+1l) . En particulier, Card(SL(Z,F3)) = 24

Card(GL(2,F3) = 48 , Card SL(Z,F4) = 60 , Card SL(Z,Fs) = 120 .

PROPOSITION 3.4. Le groupe binaire tétréadral By d'ordre 24 est

isomorphe & SL(2,F3).
Le groupe alterné A5 d'ordre 60 est isomorphe a SL(2,F4) et _le

groupe binaire icosaédral E d'ordre 120 est isomorphe a SL(Z,FSL

120

PREUVE : E24 est isomorphe au groupe des unités d'un ordre maximal

(unique & isomorphisme prés) 3 du corps de quaternions {-1,-1} sur
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@ ., de discriminant réduit 2 , et 1'homomorphisme naturel

5 % 6/36 = M(2,F3) induit un isomorphisme de B,y SUr SL(2,F3)

Ei1a0 est isomorphe au groupe des unités de norme réduite 1 d'un ordr
maximal (unique a isomorphisme prés) O du corps de quaternions {-1
sur @(VS) non ramifié aux places finies. L'homomorphisme naturel
T 3/26 = M(2,F4) induit un homomorphisme de E ,,, sur SL(2,F4)

. it ; 3 L .
5 Elzo/{ 1} est isomorphe a SL(2,F,). L'homo

phisme naturel © - 356 induit un isomorphisme de E 5o Sur SL(2

noyau {*1} , donc A

D Construction du réseau de Leech.

Récemment Jacques Tits a donné une jolie construction du réseau de Le
grice aux quaternions que nous allons donner comme un exemple d'appli:
tion de la théorie arithmétique des quaternions. Sigralons que J. Tit
ainsi obtenu une description géométrique élégante de 12 parmi les 2
groupes sporadiques définis actuellement (ces 12 groupes apparaissant

comme des sous-groupes d'automorphismes du réseau de Leech).

DEFINITIONS. Un Z-réseau L de dimension n est un sous-groupe de

rR" isomorphe a Z" . on note x.y le produit scalaire usuel de R"
On dit que le réseau L est pair si tous les produits scalaires x.y
sont entiers pour x,yE€L , et si tous les produits scalaires X.X s
pairs pour x€L . On dit que L est unimodulaire s'il est égal a so
réseau dual L' = {x€R" , x.L= 7} par rapport au produit scalaire.
dit que deux réseaux sont égquivalents s'il existe un isomorphisme de

groupes de l'un sur l'autre conservant le produit scalaire.

On peut démontrer facilement qu'un réseau unimodulaire, pair est de
dimension divisible par 8 , et méme classer ces réseaux en dimension
8, 16 , 24 ou l'on a respectivement 1 , 2 , 24 classes. En dimens
supérieure, la formule de Minkowki-Siegel, formule de masse analogue
celles que nous avons démontrées pour les algébres de quaternions, et
qui se résume comme elle & une formule pour un nombre de Tamagawa, dé
tre que le nombre de classes est gigantesque : il croit avec le nombr
de variables, et il est déja en dimension 32 supérieur a 80 millions
Leech a découvert que 1l'un de ces réseaux en dimension 24 a une pronr.

remarquable qui le caractérise :

PROPOSITION 3.5. Le réseau de Leech_est le seul réseau (a équivalence

prés) pair, unimodulaire, de dimension 24 , ne_contenant aucun vecteu:

X avec XxX.x=2 .
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hode de construction de réseaux unimodulaires pairs.

choisit un corps commutatif K totalement réel, de degré pair 2n ,

que la différente de K soit totalement principale au sens restreint

on note H 1l'unique corps de guaternions a isomorphisme prés qui est

alement défini sur K et non ramifié aux places finies. Soient R ,

respectivement l'anneau des entiers de K et sa différente.

POSITION 3.6. Les R-ordres maximaux de H munis du produit

laire :
- -1 S
X.y = TK/Q(d t(xy))

t des réseaux unimodulaires, pairs, de dimension 8n .

'UVE : On rappelle que 1'inverse de la différente est le dual de 1l'an-

u R des entiers de K par rapport & la forme bilinéaire TK/Q(X§)

'inie par la trace TK/Q de K sur @ . Soit O un R-ordre maximal

H . Il est clair que 0 est isomorphe & un Z-réseau de dimension

. Il faut vérifier que la forme bilinéaire définie dans la proposition

équivalente au produit scalaire usuel, ou encore que la forme quadra-

1

ue définie par q(x) = 2TK/Q(d_ n(x)) est définie positive. En effet

H® implique dvln(x) totalement positif et de trace strictement
sitive.
vérifie que :

x.y€Z et x.x€27% , car l'inverse de la différente rRa"1  s'envoie

- 1a trace dans % .

1

® est égal & son dual O'={x€H, T t(x3))}cz={x€H, t(x6) <R

a
k/g
- H n'est pas ramifiée aux places finies.

\struction du réseau de Leech.

\r des raisons & priori curieuses pour un non-spécialiste des groupes
\is, justifiées par la présence du groupe binaire icosaédral dans le
wupe des automorphismes du réseau de Leech, la construction de Tits

\r ce réseau utilise le corps de quaternions H totalement défini et

ramifié sur K = @(V5). On a vu qu'un R-ordre maximal O , muni du
duit scalaire de la proposition précédente est un réseau pair uni-

T = (1#5)/2 ,
R=Z1,7] et x.y = TK/Q(2x§/(5+V§)).

ulaire d'ordre 8 , et l'on rappelle que si

observe pour plus tard que les seuls entiers x totalement positifs

R de trace TK/Q(X) { 4 sont
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(1) 0,1,2,72 = (348)/2 , =% = (3V5)/2 .

Quoique cela ne soit pas utile ici, on se souvient que l'on a montré que
9 est unique A isomorphisme prés, et que l'on a donné une R-base
explicite d'un ordre O en exercice. Le groupe des unités de norme
réduite 1 de © , noté ol est isomorphe au groupe binaire icosaédral
d'ordre 120 , et contient des racines cubiques de l'unité. Soit x
n(e) =2 ,

l1'une d'elles, posons e=x+T . On vérifie immédiatement que

et e2==e mod 2 .

vectoriel H3 :

3

On note h la forme hermitienne standard du H-espace

hix,y) = Z Xi§i »osiox=(x;) et y=(y,) appartiennent a H

24

d'oa l'on déduit sur R un produit scalaire induit par la Q-forme

bilinéaire du Q-espace vectoriel H3 de dimension 24 :

X.y = TK/Q(zh(x,y)/(s+\f§))

L de Rr%?

précédent et défini de 1l'une des deux fagons éguivalentes suivantes :

Le réseau de Leech est le réseau muni du produit scalaire

(a) L ={x¢€ 83 . ex, = ex, = ex355:xi mod 2}

1

(b) L est le O-module libre de base f = (1,1,e) ., g = (0,e,e) ,

h = (0,0,2) .

On vérifie que 1'on obtient bien le réseau de Leech. En effet le réseau

L est :
- pair, car x,y€7Z et x.x§€2Z , c'est évident
- unimodulaire, car si x¢€ u’ 1'égalité x.LCZ est équivalente a

h(x,L)< 2R et la définition (b) montre que cette derniére inclusion est
dgquivalente & x€L

- ne contient aucun élément x tel que X.Xx=2 . Sinon si x€&L ,

X.x =2 , posons ri==n(xi). On a Z ri==2 , et comme les éléments rj

(1) implique que 1'un d'entre eux au moins
ex, €26 ,
i

sont totalement positifs,
doit s'annuler. La définition (a) du réseau implique alors que
1{i{3, da'ot 2n(x,)€4R et

méme raisonnement, on voit qu'au plus un des X,

pour tout ij 23 . En reprenant le
n'est pas nul et

riE 4R , d'ol contradiction.
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Tables.

H est une algébre de gquaternions totalement définie sur @ , i.e.

,=H le corps des quaternions de Hamilton, de discriminant réduit

LS

= T P le nombre de classes et le nombre de types des ordres
p€Ram H

Eichler de niveau N sans facteur carré est donné par les formules

(3)

h=hoN =3 T (p-1) TIT (p+1) + + £(o,m) V) +3

i £(D,N)
plD pIN

t=2"Y £ tr(m
m| DN

I r est le nombre de diviseurs premiers de DN

o, ™ < TT (1= (@3mdy) TT (14 (40,

plD plN
-m) et h(-m) sont le discriminant et le nombre de classes de Q(/-m
{ -m , s1 m=-1 mod 4
a(-m) = { . d(-1) = -4 , 4(-3) = -3
-4m , si m#Z¥-1 mod 4

p,m) ™ =2 TT (1—(‘%;1)) T <1+(d(%‘“’) , Aéfini si N est pai

plD pl (N/2)
| pose
1 , s8i m#-1 mod 4
a(m) = 2 , 81 m=7 mod 8 ou m=3
4 , si m=3 mod 8§ et m#3
a(m) , si m#%F3 mod 8 ou m=3
b(m) = {

3 , si m=3 mod 8 et m#3

s nombres tr(m) sont les traces des matrices de Brandt P(Zm) , pour

DN
f(D,N)(m) h(-m) , si D est pair
tr(m) = f(D,N)(m) h(-m) a(m) , si DN est impair .
g0, ™ h(-m) b(m) , si N est pair

> nombre de classes des idéaux pour la relation J =a I b, I,J idéax
ordres de niveau N , a,b€H' est donné par la formule
+ -
h"=2"F = tr(m)2
mIDN

's tables ont été calculées par Henri Cohen au centre de calcul de
‘rdeaux.

153

N[ R T AT p v ]| ATT | &0 | V|4 ]E|8
1 1) 1 1 31 35| 8 2 12 s| s3| 18] ¢ ] ve
31 1 1 3| 37| 8] 5 34 s| 57| 2s] 8j144
5 1{ 1 1 3| 38| 1n]| 3 20 5| 58| 30| 61128
7] 2| 1 2 3141 8 3 20 s| 59 2a) 7 [116
11 1] 1 3| 43| ”| 5 30 s| 61 2>] 8138
13 3| 2 S 34612 3 24 s 1 62| 32| 7[156
15| 5 1 2 2] 47| & 3 20 s | 66] 48| 51158
170 o1 2 A 3 {s3[1n]| & 50 s | e7] 2412|230
19 =| 2 5 1| ss|12] 3| 28 s | 69| 321 7 [152
21| 4| 2 6 3 |sa| 14| 5 56 s| 71| 24| 8160
231 5| 1 2 205910 5| 26 5| 73] 26|10 (198
29 k] 2 5 36112 7 62 5| 74| 38 71194
39 4 ) 2 R 3| g2l 18| 5| 56 s| 77| 32| 8156
33| 4 2 ) 3] 65|16} & 4R 5| 78154} 6]216
S| 4| 2 b T |67 12 6| 5o s | 79| 28 {11260
37| | 3|13 3| 7e| 24 3 42 s | 821} 4> 81234
39 4 2 |10 3 79|12 4| 40 s | 83| 28| 135258
% B R A B 1) 73| 1at 7| 70 5| 86| 44| 11350
43| 5| 3|13 3] 74|20 6| 88 s | 87| an| 8223
6| 4| 2 8 31 77| 14 5| 56 s | 89 30 91230
591 4| 2 8 | 79 14| 8| 84 51 91 40| 9260
s3| 54 3 {11 T | 82| 22 S| 72 s ] 93| 4} 10288
551 41 2 |10 31 83)14f 5| 58 5| 94 4r ]| 111356
57 a| 3 |16 2 {8s|an| 6| 80 s | o7 | 3412|318
59| s 3 |11 3| 86| 22| 5| 72 s [101 34 10294
61| 2 & {24 3| 89 16| S| 638 7 1 1] 1 1
651 81 35 |16 3] 91 20| 5| 64 7 2 ? 2 4
67| 7| & |25 3 94 | 24 5| 84 7 3 2 1 ?
691 a| 2 |12 3| 9s| 2a| 5| 68 ? si 4] 2 8
71 41 2 |10 3 | 97| 18| & 102 7 6l 4} 2 8
731 s} 5 | 34 3 101 18 7 [106 71 10| 10 3| 20
77 R} 2 |12 5 1 19 1 1 71 1 41 4] 18
79] a | 3 |20 5 2l 11 1 7113 Rl 3| 20
83 71 & |21 5 3 ? 2 4 7115 1> 6| 32
&511n0 | 3 |20 5 6| o 2 6 7117 10| 5| 50
8710 | 3 |22 5 7l 4] 3| 0 719 10| 3| 26
g9t af 5 |30 5 111 «f 2 8 2] 22118 5] 52
911> | & |30 5 [ 13 6] 3] 14 v 23| 12| 7| 62
931> | & |32 5 14 al 31 16 71264 22 51 72
95110 | 2 | 14 S |17 &) 3| 14 7 129] 14| 8] 90
97 11n | 6 |52 5] 19f ”| 4| 32 7130 34| 5102
101] o 5 |35 s 12112 4 32 r 131 14] 5] 68
11 1 1 1 5 22| 12 6| 32 7 1 33| 2¢ 7 {108
21 1 1 1 5 23| R s | 30 713641 2% 7 }152
5 > 1 2 5 26 14 3| 28 7|37 20 g 118
7 2 2 4 S 29| 10 6 30 71381 3n] o6 [128
10 ¢« | 2 6 5 31| 1> s | s2 7|39 28] 5 ]108
AR 2 5 33|16 3| 36 7a1 |22 9 |170
13 A 3 10 5 34| 18 4 L8 2l 43| 22 8 1139
14 4 2 6 5 37| 14 6| 66 7] 66 ] 34 9 1964
AR 8 5| 38)2n| 6| 88 ?{az|24] 9 |180
191 «| 3 |0 S| 39(20 5 68 7] 5136] v |224
22| 4| ¢ 8 5 41 14 5| 56 7is3)2r |13 |270
23| 4 ¢ | 8 S| 423> 4| 78 7155]36] 7 |180
26| a| S |18 51 43|16 9 |118 7l s?1dn| 8 |236
F20 ] 41 3 118 S| w6|2¢| 7 |108 7| 58|40 |298
3| 41 4 |20 S| 4714 8| 94 7|59 (30|10 [250
3601101 3 |20 S| s1l24! 6 {100 21611321 9 | 260
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) =
Dwv |4 [t |47 p | wth L&l [ V|4 ]| L2
7|62 |68 | 8 | 308 111 69| 80| 97 904 13] 70144 1@ (1420
7165 |44 117 | 316 1] 70 (120! 12| 952 13( 71| 72[ 27 [ 1446
766 (72 8 | 374 111 71| 60| 22| 978 13| 73| Tef 21 |1382
T 67 |34 {12 | 310 19| 73| 64 21 124 13| 74([144] 18 1662
7169 [4r [ 11 | 348 1] 74| 94| 18 [1290 131 77| 9618 [1256
T 71|36 16| 410 11 781140 14 {1348 13| 79 80| 22 11616
7173138 |13 | 410 111 79| 68 21 |12208 13| 82[126{19 [2010
7|76 |S8 [12 | 462 11| 82104 18 [1472 13| 83) 84|33 |2090
7|78 |84 | 9| 482 141 831 70| 19 {1234 13| 85|108| 17 (1500
7 {7960 (16 ] 430] [11| 85| 92| 16]1164] | 13| 86[132] 25 [2364
7| 82(64 |13 | 620 11 861101 17(14538] | 13| 87[|120|19 [1864
783162 {14 490 11 87 (100! 14 [1260] 1 13| 89| 90|29 |2110
7|85(56 ;12 |460 [11] 89| 74| 27 l4s54g] | 13| 93[122[ 19 | 2400
7(86[66 (15586 [ 11| 91| 96| 19]126a| | 13| 96{144] 26 [2764
7187|6012 ] 508 111 931108 | 2111400 13] 95(120] 20 | 18838
T 8944|117 | 650 1] 946120 2211920 13| 97| 98| 28 | 2430
7193164 |11 (548 11| 951100 1611308 1311011102] 29 | 2638
T 967211 | 668 11| 97| 84 2911914 17 1 2 2 4
7195160111 500 111101 | 84| 2711970 17 2 4l 2 6
719715017 | 708 13 1 1 1 1 17 3 b1 4 18
7104 52116 | 712 13 2 3 2 5 17 5 R 3 18
11 1] 2 2 o |13 3| 4 2 gl | 17| 6 18] 4 40
11 20 31 2 s 13 S é 3 14 171 71 10| 7 66
11 3 4 3 10 13 6|12 4 32 17 10 24 5 80
11 s| &) af 18] t13] 7| = o 220 12| 11] 14} 7 76
" 11 6110 3 20 13110 | 12 4l 48 17] 131 20 8| 120
1 7| ”] 3 20 13 {111 1> 7 664 17 14| 32| 9 4188
1M 110|186 s | so] 1314 | 24 6| sg|ll| 17| 15| 32{ 7| 15¢
1111314 61 74 1315 | 24 71 100( | 17] 19| 28] 9| 212
19§14 20| 4| 56 13117 [ 1r 7| 981 | 17| 21| 44)10 | 304
1M1as5) 20| 5| 64| [13]19 20| 8| 114]| 17 22| 48]0 | 324
111 17| 14| S| 68 13121 (3> 5] 432] ] 17| 23| 32114 | 313
11719 18] 7 |108] |13 22 | 3¢ 9l 222/ | 17| 26| 54| 9| 404
1M 2928 7 [128f |13 |23 {2¢ ] 19| 208|| 17} 29] 40|18 | 418
11 ] 23|20 8 [11¢4 13129 | 30| 10| 242/ ] 17| 30] 98[10 | 636
11 26| 36 9 1222 13130 | 72 9 372 171 31| 44|18 578
19129 24 9 [19¢ 1331 |32 11| 270 17| 33| é4(12 44
11130 60 7 |254] 13|33 |4r| 92 364/ 17| 35| 64|12 | 572
11 ] 31 28|13 | 258 13 |36 ) S4 | 19 382]| 17| 37 52|18 | 758
1M 36| 4a] 9 |296) [13135 48] 10 348/ | 17] 38| 80|13 | s28
1135 40| 7 |212 13137 |38 12 378{| 17| 39| 74|17 | 812
11 37| 34|14 358 13 138 | 601 12| 498/ | 17| 41| S&[17 | 80¢
11| 38| So| 9 |332 13 167 | 421 14| 466] | 17| 42[128] 13 |114¢
14 [ 29 48] 10 | 348 13 (42 | 94 9] 606 17| 43 60|21 1044
11 (41| 36]12 |360 13 |63 [ 64| 95 s48] [ 17| 46| 98] 20 {1292
111 42| 80| 9 [452 13 46 [ 72| 43| 724] 1 17| 47| 64] 20 |9088
111 43 3811 {370 13 |47 [ 48 ) 20| 702 17 ] S3| 7222 |433¢
11 46 ] 60|12 [498 13 (51 | 72| 13 712 17| S5 | 96|17 {1260
119§ 47| 4n |15 |438 13 183 | 54| 19 g30] | 17| 57[10%] 19 |4520
11151 ] 60) 9 1460 13 |55 | 721 92| 672|{ 47| 58[12n] 20 |1872
11 | 53| 4616 (558 13 (57 | 80 ] 12| 820 17 59| 80] 22 |161¢
11 | 57| 6”13 |640 13 |58 [ 90| 14 |1034]| 17| 61| B4 25 |1798
11 1 58| 76| 14 {786 13 {59 | 80 | 24 (1058 17| 621128] 25 |2248
191 59| S0]19 {690 13161 [ 62| 17| 966 171 65(112] 18 |1616
11 61 54} 21 |954 13 162 [ 96 | 171204 17| 661192 17 [2384
11 ] 62| 80 15 |852 13 | 66 |144 | 15 (1432 17| 67 92 31 [2372
11165} 72017 16641 113 | 67 | 68| 24 (1282] | 17 69[128] 21 |2100
191 471 SR119 (874 13169 |1 94! a7 4588 170 7011921 18 (2448.
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A l'aide des tables, on peut démontrer qu'il y a 10 ordres d'Eichler ¢
niveau sans facteur carré N de corps de quaternions totalement défir
sur @® de discriminant réduit D de nombre de classes 1 (a isomorphi

prés). On les obtient avec :

D N

2 1, 5, 11
3 1,

5 1,

7 1

13 1

Des calculs explicites pour les algébres de quaternions totalement déf
nies sur un corps guadratique réel @(Vm) permettent de démontrer que
les ordres d'Eichler de niveau N sans facteur carré des algdbres de
quaternions totalement définies sur @(Vm) de discriminant réduit D

+
ayant un nombre de classes égal & hm le nombre de classes au sens

restreint de Q(Vﬁ) sont obtenues avec :

m D N
(1)
2 14 PyPys PyPs . PyPg 1 . .
) (1) (4)
(i) (1) T2 P13
3 1.PyPy . PyPg/ PyP13" + P3P 1 .
1 p(1)
(i) Py P3Py
> 1/ PyPs i PyPyy 1 . . . .
1 (1) (i) (1) (i
(1) Py P3/Pg+ Py 1 Pig +Prg +Pgg
6  P,P3/ P3Pg 1
13 1, pptd) 1
2P3 (i)
1 p .
5
1 PPy S
17 1 1, p2‘
21 1, p2p3 1
1 P(1)
33 (1) L

Il y a 54 couples (D,N). Les idéaux p;l) . i=1,2 , représentent les
idéaux premiers de Q(Vm) au-dessus de a . Pour ces différentes valet

de m, on a
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m 2 3 5 6 7 13 15 17 21 33
Coivm -1 1/12 1/6 1/30 1/2 2/3 1/6 2 1/3 1/3 1
+

hm 1 2 1 2 2 1 4 1 2 2

Corps cubique abélien Les ordres d'Eichler de niveau sans facteur

carré N , dans une algébre de quaternions totalement définie de dis-

criminant réduit D sur un corps cubique abélien de discriminant m2

'

ayant un nombre de classes égal au nombre de classes au sens restreint
+

hm du centre sont les 19 ordres maximaux donnés par la liste suivante
m équation c(-1) D
3 (1) (i) (i)
7 -7%x-7 -
x oo 1/21 Py P3 P13 +Pyg « Py3
3 (1) (1)
9 -3x+ -
X 3x+1 1/9 P3 ’ P19 ' P37
13 x3—x2—4x—l -1/3

Pi3

Référence (Vignéras-Gueho [3]).

EXERCICE. Qrdres euclidiens. Démontrer qu'il existe exactement 3 algébre

de quaternions totalement définies sur Q@ , dont les ordres maximau
(sur 2Z) sont euclidiens pour la norme. Leurs discriminants réduit
sont 2 , 3, 5 .
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